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《现代 应 用 数学 》 


主编 ” 陈 兰 苏 


中 国 科 学 院 数学 研究 所 


主编 的 话 


数学 在 向 着 “纯粹 ”方向 发 展 ， 即 在 最 为 抽象 的 领域 中 不 断 得 
到 优美 的 定理 的 同时 ， 又 不 断 提供 给 应 用 科学 和 社会 科学 等 方面 
解决 问题 的 强 有 力 的 现代 工具 . 

将 最 新 的 抽象 结果 应 用 于 具有 实际 意义 的 模型 而 得 到 具有 指导 
性 意义 的 结果 是 现代 应 用 数学 的 一 大 特征 .十 分 明显 的 是 ， 数 学 
已 经 在 生命 科学 、 材 料 科学 以 及 信息 技术 方面 发 挥 着 越 来 越 重要 
的 作用 ， 并 且 在 社会 科学 方面 不 断 地 显示 出 或 力 . 

本 专著 的 作者 J.P. LaSalle 为 美国 著名 数学 家 ， 国 际 著名 刊物 I. 
Diff. Eqns. 的 创始 主编 . 他 于 20 世纪 60 年 代 初 根据 Liapunov 稳定 
性 理论 及 Birkhof 极限 集 提出 了 现 称 为 LaSalle 不 变性 原理 .此 原 
理 不 仅 具 有 理论 上 的 完美 性 ， 而 且 在 大 量 稳定 性 问题 的 论证 中 是 
一 个 非常 有 效 的 方法 ， 而 其 思想 在 这 本 专著 中 有 充分 的 体现 ， 我 
们 希望 读者 通过 此 书 体会 LaSalle 不 变性 原理 的 思想 ， 并 从 中 得 到 
帮助 . 

我 们 将 不 定期 竹 择 一 些 具 有 广泛 应 用 背景 的 专著 通过 《现代 应 
甲 数 学 》 丛 书 陆 续 介绍 给 大 家 . 


BR = 3h 
于 中 关 村 
2001 年 10 月 


译 者 前 言 


译 者 在 20 世纪 80 年 代 初 进行 研究 生 学 习 时 接触 到 微分 方程 稳 
定性 论证 的 强 有 力 工 具 : LaSalle 不 变性 原理 ， 通 这 查阅 LaSalle 
1960 年 的 著名 原始 文献 ， 学 习 并 将 LaSalle 原理 应 用 于 数学 生物 学 
中 基本 和 重要 的 Lotka-Volterra 系统 ， 对 于 一 类 微分 方程 和 时 洁 方 
程 得 到 了 系统 全 局 稳定 的 充 要 条 件 ， 从 中 体会 到 LaSalle 原理 确实 
是 Liapunov 稳定 性 方法 与 Birkhoff 极限 集 完美 结合 的 理论 产物 ， 同 
时 也 是 高 维 以 及 无 穷 维 动力 系统 稳定 性 论证 的 强 有 力 工具 . 

最 近 又 读 到 由 美国 工业 与 应 用 数学 协会 重印 的 (1993 年 版 )LaSalle 
专著 《 The Stability of Dynamical Systems 》， 书 中 LaSalle 将 其 原理 
通过 几 类 (离散 半 动 力 ， 局 部 动力 ， 局 部 半 动 力 ) 系统 清晰 地 展现 
在 我 们 面前 . 

将 LaSalle 的 思想 介绍 给 更 广大 的 读者 是 翻译 本 书 的 动力 ,希望 
此 书 的 中 文 版 能 够 给 读者 的 教学 和 科研 提供 帮助 

本 书 的 翻译 得 到 了 罗勇 ， 何 碧 以 及 陆 云 飞 的 帮助 . 云 飞 帮助 录 
入 了 除数 学 公式 以 外 的 所 有 内 容 ， 正 是 他 的 鼓励 促使 我 在 较 短 的 
时 间 内 完成 了 译文 ， 罗 勇 ， 何 自分 别 帮 助 我 整理 了 译文 并 校 稿 
感谢 他 们 三 位 在 我 完成 本 书 翻译 过 程 中 所 给 予 的 鼓励 和 帮助 ， 

感谢 白 宝 则 教授 在 本 书 图 形 完 成 方面 的 帮助 和 指导 . 

最 后 ， 感 谢 陈 兰 苏 先生 将 此 译 著 列 入 由 他 主编 的 《现代 应 用 数 
学 了》 从 书 . 


陆 征 一 
于 温州 市 学 院 路 
2001 年 


mi} 


前 


某 种 程度 上 讲 ， 西 方 世 界 确实 在 20 世纪 50 年 代 中 期 重新 发 
现 了 Liapunov 直接 方法 . 至 少 在 那个 时 候 , 其 在 非 线性 控制 系统 设 
计 中 的 重要 性 得 到 了 广泛 的 认识 . 我 从 1959 年 开始 了 解 并 体会 到 
Liapunov 理论 ， 当 时 Solomon Lefschetz 和 我 正在 写 一 本 关于 这 方面 
的 初等 教材 . 正 是 在 写作 过 程 中 , 我 发 现 了 Liapunov 函数 与 Birkhoff 
极限 集 之 问 的 简单 关系 ， 这 个 简单 关系 的 发 更 协调 了 Liapunov 理 
论 并 且 极 大 地 推广 了 Liapunov 直接 方法 . 在 过 去 十 多 年 中 ， 此 推 
广 的 方法 已 经 不 再 局 限于 常 微分 方程 领域 ， 它 也 成 为 了 其 它 领 域 
的 研究 课题 .本 书 的 主要 目的 就 是 介绍 一 些 这 方面 的 新 进展 ， 

第 一 章 , 我 们 考虑 动力 系统 的 最 简单 形成 一 由 自治 差分 方程 
所 决定 的 离散 半 动 力 系统 ， 在 这 个 基本 内 容 中 给 出 主要 的 思想 和 
一 般 理论 的 结构 .在 第 二 章 ， 我 们 介绍 相关 理论 在 自治 常 微分 方 
程 (局 部 动力 系统 ) 方面 的 进展 .第 三 章 介 绍 滞后 型 江 函 微分 方程 
(局 部 半 动 力 系 统 ) 的 理论 . 此 时 , 状态 空间 为 无 穷 维 且 非 局 部 紧 . 
最 新 进展 包括 一 大 类 非 自 治 常 微分 方程 解 的 极限 集 的 不 变性 的 发 
现 . 这 些 不 变性 原理 的 讨论 及 其 与 稳定 性 的 关系 由 Zvi Artstein 写 
入 了 附录 A. 第 四 章 为 关于 非 自 治 差 分 方程 的 同样 的 理论 ， 这 些 内 
容 昌 然 是 新 的 ， 但 本 质 上 更 为 基本 . 

首先 ， 我 感谢 John R. Graef 在 密西西比 州立 大 学 组 织 了 这 次 
区 域 性 会 议 . 由 二 他 的 邀请 ， 激 发 了 我 准备 这 些 讲稿 。 这 次 组 织 
得 非常 好 的 会 议和 热情 的 参与 者 使 我 感到 十 分 愉快 . 我 感谢 Zvi 
Artstein 所 做 的 讲座 以 及 允许 我 把 他 的 讲稿 以 附录 的 形式 包含 在 本 
书 中 . 


J. P. LaSalle 
Little Compton, Rhode Island 
January 1976 
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第 一 章 
差分 方程 。 离 散 半 动 力 系统 


现在 ， 对 于 差分 方程 进行 系统 性 研究 已 经 越 来 越 必 要 ， 其 本 身 具 有 相 
当 重 要 的 数学 背景 . 除了 收敛 性 和 连续 性 之 外 ， 解 的 存在 性 及 定义 域 方面 
不 存在 困扰 人 的 问题 . 其 研究 又 为 微分 方程 、 微 分 差分 方程 以 及 泛 函 微分 
方程 稳定 性 的 研究 提供 了 一 个 良好 的 开端 .本 章 我 们 将 会 看 到 关于 差分 方 
程 一 般 理论 的 基本 描述 和 一 些 新 的 结果 . 文献 [49] 是 一 本 非常 好 的 书 ， 它 
主要 是 关于 差分 方程 经 典 Liapunov 稳定 性 理论 及 其 在 控制 系统 设计 和 分 析 
方面 的 应 用 ( 还 有 文献 [81], [82], [32]). 在 文献 [46] F, Hurt 拓 广 了 经 典 
理论 并 将 其 应 用 于 数值 分 析 . 我 们 将 推广 Hurt 的 结果 . 在 第 四 章 中 ， 我 们 
考虑 非 自治 差分 方程 . 


1.0. 记号 


J 为 正 整 数 集 . 
J 为 非 负 整数 集 , 
R” 为 m 维 欧 氏 空间 ， ||z|| 为 欧 氏 范 数 . 
用 z 表示 向 量 或 函数 . 记 z : J, 一 R”, M z M è (h Jy E R” WR 
数 ) 定义 为 
z'(n) = x(n +1), 
go2'—a, 
T: R” > R”. 
以 差分 方程 
r= 人 Ty (1.1) 
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代替 
a(n + 1) =T(2z(n)),n € Jy. (1.2) 


初 值 问题 
T=Tr, x(0)=2° (1.3) 


的 解 为 z(n) = T (2°), HPT AT: TH = TT) 的 第 n KIER, 
T? = 7 为 恒 等 映 射 ， 函数 的 乘法 表示 复合 .方程 (1.2) 可 视 为 通过 一 种 算 
法 定义 一 个 函数 r. 


1.1. 练习 证明， m 阶 差分 方程 (9 : R™ >R) 
u(n + 1) = g(u(n), u(n — 1),...,u(n —m + 1)), (1.4) 


等 价 于 一 阶 差分 方程 (1.2) 构成 的 系统 . 
2. Re” 上 的 离散 动力 系统 


以 下 假设 了 为 连续 的 . 
2.1. 定义 ”Rm 上 的 离散 动力 系统 为 一 映射 了 : Jy x Rm 一 R”, 对 
n,k € J 和 x e R”, 满足， 


(i) x(0, z) =a, 
(ii) (n,a(k,z)) = a(n + k, 2), 
G) 7 连续 - 


每 一 个 差分 方程 (1.1) 定义 了 一 个 动力 系统 r : a(n, 1°) =T”, 相反 ， 
每 一 个 离散 动力 系统 对 应 于 一 个 差分 方程 w = Tz, 其 中 T(z) = 21,2). 由 
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于 此 原因 ， 我 们 以 下 着 重 考虑 差分 方程 (1.1). 始 于 z 点 的 运动 T"z 表示 状 
态 序列 r, Tr, Ta, 条 件 (i) 为 半 群 性 质 且 表 示 正 时 间 轨 道 的 唯一 
H. n 称 为 “ 半 流 ”或 “ 半 动 力 ” 系 统 . BI, 换 成 ] 后 ，x 称 为 动力 系 
统 (此 时 ， 了 人 By). 


3. 运动 的 极限 集 


我 们 感 兴趣 的 是 当 n WAE, Toe 的 变化 . 这 种 关于 T's 的 渐 近 性 
态 正 是 稳定 性 理论 所 关心 的 ， 进 一 步 ， 稳 定性 还 必须 涉及 动力 学 行为 : zx 
和 了 在 扰动 下 ， 运 动 变化 如 何 ? Liapuno 稳定 性 定义 只 涉及 z 的 扰动 . 
在 第 11 节 中 ， 我 们 将 考虑 关于 T 的 扰动 . 


z = Tr 之 解 的 逐次 表 近 方法 主要 基于 ， 如果 Te 收敛 ， 其 极限 必 
为 一 解 (不 动 点 或 不 变 点 )， 我 们 现在 要 推广 这 个 事实 . 根据 Birkhoff[15] 
的 理论 ， 我 们 引入 T's 的 极限 集 的 概念 。 (我 们 仅 对 正 ” 感 兴趣 ， 以 后 
BER E” F.) 下 一 节 我 们 要 证 明 ， 对 于 有 界 的 Tx, Uc) 为 不 变 的 
(T(Q(z)) = Q(z)). 第 六 节 及 以 后 ， 我 们 将 说 明 如 何 利用 Liapunov 函数 得 
到 运动 极限 集 的 结构 . 


3.0. 记号 
对 于 ze R” 和 Rm 中 的 任意 集合 S 
p(z, S) = inf{]ly ~ zll;y € S}, (3.1) 


为 x 到 S 的 距离 ; 
Tr + S(n > œ) 表示 (T"z,S) +0 (n> ov); 
S={z; (x,5) = 0} X S HRA; 
集合 5 称 为 是 闭 的 ， 如 果 5 = 5; 称 为 是 开 的 ， 如 果 其 补 集 是 闭 . 
T(S) = {T(z);z € S}. 
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3.1. 定义 (Birkhof) y 称 为 T"z 的 极限 点 ， 如 果 存 在 整数 列 ni, 当 
1 一 oo 时 ， 有 Taz 一 及 mi 一 oo. 始 于 z 的 运动 T"z 的 极限 集 Us) 为 
所 有 T's 的 极限 点 的 集合 . 


3.2. 练习 ”Q(z) 的 一 个 等 价 定义 是 


Oo oo 


Q(x) = () U Ts. (3.2) 


j=0 n=j 


3.3. 练习 MERA cR”, 定义 


XH) = (| U Tr(H). (3.3) 
j=0n=j 
WEAR: y € QH) 当 且 仅 当 存在 序列 n;€E J, Ry EH, 4 j> oœ 
MN, Ty; >y Rnj >. 


4. 不 变性 


4.1. EM 对 于 (1.0 RT, 集合 H RARE ( 负 ) 不 变 的 ， 如 果 
T(H) C H (H C T(H)). H 称 为 是 不 变 的 ， 如 果 T(H) =H. 


我 们 马上 要 证 明 , 有 界 运动 的 极限 集 是 闭 和 不 变 的 . 与 连续 运动 不 同 ， 
极限 集 不 必 连 通 . 然而 ， 相 对 于 不 变性 ， 它 具有 连通 性 . 


4.2. 定义 “一 个 闭 不 变 集 H 称 为 是 不 变 连通 的 ， 如 果 它 不 是 两 个 非 
空 不 相交 闭 不 变 集 之 合 . 


4.3. 定义 运动 T"z 称 为 是 周期 的 (循环 的 ), 如 果 对 某 个 上 > 0, Thr = 
z. 其 中 最 小 的 称 为 运动 的 周期 或 循环 的 阶 ， 如 果 k= 1, zx 为 了 的 不 动 
点 ， 则 z PRY (1.1) 的 平衡 状态 . 
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4.4. 练习 ”证明 : 具有 有 限 元 素 的 不 变 集 为 不 连通 的 当 旧 仅 当 其 为 周 
期 运动 . 


4.5. 练习 证 明 : 
(a) 正 不 变 集 的 闭 包 为 正 不 变 . 
(b) 有 有 界 不 变 集 的 闭 包 是 不 变 的 . 


4.6. 练习 举例 说 明 不 变 集 的 闭 包 不 是 不 变 的 ， 


4.7. 练习 T"z (关于 所 有 me J 定义) 称 为 运动 Taz 的 扩张 ， 如 果 对 
所 有 的 ne JA, Tor = 2 #84 T(Tux) = Tnys. 


HE. Thz =T es ne J, R. ,假如 z 属于 不 变 集 已, 则 运动 Tnz 
总 可 以 扩张 但 扩张 可 能 不 唯一 . 


l 4.8. 练习 集合 五 不 变 当日 仅 当 每 一 个 始 于 H 的 运动 都 有 属于 H i 
一 个 扩张. 


4.9， 练 习 ”举例 说 明 ， 不 变 集 H 可 以 有 不 属于 H 的 扩张 . 


4.10. 练习 给 定 R” PRE E, M 为 互 中 最 大 不 变 集 . 
HESH: 

(a) M 为 所 有 扩张 后 仍 属 于 E (对 所 有 n € J) 的 运动 之 合 ; 
(b) z E M 当 且 仅 当 存 在 扩张 运动 人 tË Tre € E (ne J); 
(c) BR, NMZ. 


5. 极限 集 的 基本 性 质 


下 一 节 中 , 我 们 将 利用 极限 集 的 基本 性 质 推广 和 统一 处 理 Liapunov 直 
接 方 法 . 


5.1. 定理 极限 集 Q(z) 为 闭 和 正 不 变 的 . 
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证 明 ”因为 Q(z) 的 补 集 是 开 的 ， 所 以 O(c) 是 闭 的 . By € Q(z), 
则 存在 整数 列 ni, 当 i oo 时 ，ni AoA Tay. HT HERE, 
T(T™7) = T's > Ty H Ty € Q(x). 从 而 T(Q(z)) C A(z), BP O(c) 为 正 
不 变 的 . 

我 们 最 感 兴趣 的 是 有 界 运动 的 渐 近 性 态 . 如 果 运 动 T"z 对 所 有 ne Jy 
有 界 ， 则 称 为 (Lagrange 意义 下 ) 是 正 向 稳定 的 . 


5.2. 定理 如 果 T"z 对 me J, AH, N Q(z) 非 空 、 紧 、 不 变 、 不 变 
连通 并 且 为 T"z (n> 00) 趋 于 的 最 小 闭 集 . 

WR: Tr 的 有 界 性 蕴含 了 Q(z) 非 空 AR, 从 而 由 定理 5.1, Q(z) 
紧 . Ry € O(c), 如 定理 5.1 的 证 明 取 ni. 由 T"zx 的 有 界 性 ， 可 设 Tniz 收 
SX (否则 ， 可 选取 子 序列 ). HT > z, W zE A(x), T(T% r) = T%2 > 
Tz =y. 因此 ， Ox) C T(Q(z)), 再 由 定理 5.1, 可 得 O(c) RÆ. 

以 下 证 明 T"z ARM, T's > Q(z). AA (Tr, Q(z)) AR, MRT 
不 趋 于 Ux), 则 存在 ni 一 00 使 得 Thr We, 而 (T™iz,Q(z)) ( 当 i > oo 
时 ) 不 趋 于 0. 显然 矛盾 , BAT os 的 极限 属于 O(c), 所 以 , 4 n> Q 时 ， 
T'z + Ux). RH n > oft, T's E H EW, W Q(x) CE. 所 以 Q(z) 
AAT" x (n> œ) 趋 于 的 最 小 闭 集 . 

Q(x) 的 不 变 连通 性 . 假设 Q(x) 为 两 个 不 相交 的 非 空 闭 不 变 集合 N 
AO. ZA. 因此， 存在 不 相交 开 集 UL 和 U2 使 得 Qi CU, RM Cc U2, 
AA T Eù 上 连续 ， 所 以 一 致 连续 ， 即 存在 开 集 V EO cn 并 且 
T(V) CU. AA Q(x) Æ Tr 趋 于 的 最 小 闭 集 ，Tnz 必定 同时 与 页 和 Ue 
相交 无 穷 多 次 .而 这 蕴含 着 存在 子 列 Te ERAF WW 也 不 属于 U, 这 与 
Q(z) EV 与 Us ZA PFE. t O(c) 不 变 连通 . 


5.3. 练习 ”举例 说 明 , 极限 集 Q(z) 非 空 , 而 T's 4 n oo 时 不 趋 于 


5.4. 练习 ”如果 定义 2.1 P J RA J, 则 以 上 结论 如 何 ? 
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5.5. 练习 (参考 练习 3.3) 给 出 OA) 相应 的 基本 性 质 . 


5.6. 练习 证 明 WRK AR, EDE, MAK) = TK) 非 
Z, A, A, BOK 中 的 最 大 不 变 集 (此 为 练习 5.5 之 特例 ) 


6. Liapunov 函数 


推广 的 Liapunov 直接 方法 . 运动 极限 集 的 结构 决定 其 渐 近 性 态 . 例如 ， 
一 个 运动 趋 于 一 个 有 限 集合 ， 则 由 定理 5.2 和 练习 4.4 可 知 ， 此 运动 趋 于 一 
个 周期 运动 .现在 我 们 要 说 明 ， 适 当 的 Liapunov 函数 可 以 给 出 极限 集 的 结 
构 . 这 主要 是 利用 极限 集 的 不 变性 特征 ， 此 方法 又 称 为 “不 变性 原理 *”. 此 
原理 包含 基本 和 简单 的 思想 ， 而 在 理论 和 运用 中 又 极为 有 效 ， 并 且 可 以 有 
进一步 的 推广 (第 三 章 以 及 附录 A). 

HEV: R” > R. 关于 (1.1)( 或 T) 定义 


V(z) = V(Tz) - V(z). (6.1) 
如 果 x(n) 为 (1.1) 的 解 ， 
V(a(n)) = V(z(n + 1)) — V(2(n)). 


以 及 V(z) < 0 表示 沿 解 V 单调 不 增 . 计算 Y(z) 不 需要 知道 解 的 具体 表达 
式 ， 它 利用 (1.1) 的 右 端 直接 计算 ， 故 此 方法 称 为 是 “直接 的 ”. 


6.1. 定义 ”集合 G 属于 Rm.V 称 为 是 G 上 关于 (1.1) 的 Liapunov Ñ 
数 ， 如 果 (i) V 连续， ( V(x) <0 对 所 有 ze G 成 立 . 


注 : 定义 中 的 (ii) 可 换 为 V 在 G 上 不 改变 符号 . 
6.2. 记号 ”关于 G 上 (1.1) 的 Liapunov 函数 V, 定义 


E={zV(z) = 0,2 € G}. (6.2) 
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以 M 表 马 中 的 最 大 不 变 集 , mi Ve = {z;V(z)= cze R™}. 


6.3. 定理 (不 变性 原理 ) 假如 (i) V 为 G 上 (1.1) 的 Liapunov 函数 ， 
(ii) z(n) 为 (1.1) 的 有 界 解 且 对 所 有 n > 0 属于 G, WEE c, 4n > 0 时 
有 zln) > MN Voie). 

证 明 ， ih = 2 (0), W s(n) = Tn"z0. 由 定理 的 假设 可 知 ，V(z(n)) 关 
Fn BUTEA PRR, 故 当 n> oo BY, V(2(n)) +0. Hy ena), 则 存 
在 序列 mw 使 得 mw + oo A eln) >y. 因为 了 连续， V(z(m)) > Vy) =e, 
HE Q(z9) C VA. RAH Q(z0) RB, V(Ty) =c HV(y) = 0 因此 
Q(x) C E, Bp A(z) C M. H x(n) > Ql?) AM a(n) + MAV- (e). 

先 考查 一 个 简单 例子 以 说 明 如 何 应 用 以 上 定理 ， 然 后 给 出 一 些 特殊 情 
况 下 的 推论 . 


6.4. 例 ”考虑 二 维系 统 
z(n+1)= EE 
Hee = r 
或 写成 


/ ay 1 ba: 


"=e ae (6.3) 


E Víz, y) =z? +y?, UW 


a? 
V(z,y)= Ay- 1)a? + (asap — 1)y’. 


WH 1. a? <1,8? <1, 
Vv < (b 一 1)z? + (a? ~ 1)y’, 


BAY 为 (6.3) Æ R? 上 的 Liapunov 函数 . 此 时 M = E = {(0, 0)}. 因为 每 一 
个 解 均 有 界 ， 由 定理 6.3, 当 > ooff, 每 个 解 趋 于 原点 (原点 为 整体 吸引 
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子 ， 以 后 我 们 知道 ， 此 时 原点 还 是 整体 渐 近 稳定 的 ). 此 即 Liapunov 的 经 典 
情形 ，V(z) 及 -Y(z) 均 为 正定 . 

WE 2 a? <1, <1 Ha? +b <2. AHR <1 m PAL V 
仍然 是 (6.3) 在 R? 上 的 Liapunov 函数 ， 但 -V 不 再 是 正定 的 . 事实 上 ， 
HV < (a -1y WM, EW © $h (y = 0). 而 由 了 T(z,0) = (0.bz) 可 知 
M = {(0,0)}, 故 原点 整体 渐 近 稳定 . 

情形 3， a? =b? = 1. V 仍然 是 (6.3) 的 Liapunov 函数 并 且 所 有 解 有 
F. 此 时 E= M 为 两 坐标 轴 之 合 ， 而 由 定理 6.3, 每 一 解 趋 于 {(c,0),(0,o)， 
(—c,0),(0,-c)} B E SZ. 考虑 两 种 情形 . 

(i) ab = 1. W T(c,0) = (0, bc), 72(c0) = T (abe, 0) = (c,0). 因为 极限 集 
是 不 变 连 通 的 ， 每 个 解 趋 于 一 个 周期 运动 ， 即 原点 或 某 一 个 以 2 为 周期 的 
周期 运动 (参看 练习 4.4). 

(ii) ab = —1. WA T(c,0) = (0,bc), T?(c,0) = (abe,0) = (~c,0), 
T3(c,0) = (0, —bc), 而 T4(c.0) = (—abc,0) = (c,0). MR c 4 0, 这 些 周 
期 运动 的 周期 为 4. 与 (i) 类 似 ， 每 个 解 趋 于 原点 或 菜 一 个 以 4 为 周期 的 周 

WE 4. oa2>1B>1 记 S55 ={(a,y)i227 +y? <8}. 4 xE Bs, iis 
充分 小 时 ， 


Ly? >0 


则 -TY 为 Bs (6 充分 小 ) 上 (4.2) 的 Liapunov 函数 ,此 时 E = M = {(0.0)}. 
除 原点 外 ， Bs 中 的 解 都 不 趋 于 原点 ( 解 与 原点 的 距离 递增 ) H T(x,y) = 
(0,0) Hi z =y = 0. 这 样 ， 根 据 定理 6.3, 每 一 解 (Bs 中 ) 一 定 离开 BOR 
稳定 性 ). 而 由 于 除 平凡 解 (原点 ) 外 ， 其 它 解 不 能 在 有 限时 间 内 到 达 原 点 ， 
BLA n> co 时 ， 非 平凡 解 均 不 趋 于 原点 . 


. be 2 


7. 稳定 与 不 稳定 性 


我 们 关于 基本 差分 方程 (1.1) 或 了 定义 集合 的 稳定 和 不 稳定 性 . 
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7.1, 定义 ”集合 日 称 为 是 稳定 的 ， 如 果 给 定 H 的 邻 域 U0 (包含 互 的 
开 集 ), 存在 H 的 邻 域 W, E TW) CU 对 所 有 ?me Jy 成 立 . 


下 面 的 练习 表明 ， 我 们 可 以 限制 五 为 闭 正 不 变 集 . 


7.2. 练习 ”证明 如 果 五 稳定, WA 正 不 变 . 特别 ， 如 果 一 个 点 稳 
定 ， 则 为 平衡 点 . 


7.3. 记号 关于 Rm 中 集合 是 定义 AMP: ze 让, 如 果 存 在 序列 
z; € R” Ñ ni € J, B82, > y € Ê AR T™ 2, > z. 


在 拓扑 动力 学 中 ， 五 称 为 H 的 延 拓 ， 当 n > oli + 00) 时 ， 所 有 满 
足 如 上 关系 的 z 所 构成 的 集合 称 为 五 的 延 拓 极限 集 ， HER: ACH. H 
的 性 质 由 如 下 的 引 理 给 出 . 


7.4. 引 理 

0) RH ARETE, M 五 REBI Å =H. 

(i) RH 为 包含 在 开 有 界 正 不 变 集 G 中 的 闭 不 变 集 ， 则 Â 不 变 . 

证 明 : 

(i) 显然 ， 如 果 存 在 z € 日 但 不 属于 H, 则 五 必 不 稳定 . 反之 ,假设 
H 不 稳定 ， 则 存在 H 的 邻 域 0U (不妨 设 其 有 界 ), 及 序列 zi e U 使 得 ， 当 
i> œf, s > ye H ŻARMAR T ri RAER U. Wn 为 具有 性 
E: Ts 不 属于 U 的 最 小 整数 . 则 ，T zz e T(D), 且 此 序列 有 界 . 因为 
此 序列 包含 一 个 极限 不 属于 五 的 收敛 子 列 ， 所 以 H 不 稳定 列 含 了 Ê +#H. 

(ii) 设 z € 肥 , 则 存在 序列 zi € G Bni € J}, 4 i > oœ Ht, zi 一 GE 五 
Mm Thr > 2. HA Tte, > Tz, FU Tze HAT(A)e A. 如果 m 有 
界 ， 则 存在 ke J, 满足 Thzx; +z. 因为 H 不 变 ， 所 以 z = Tey e H, 进 一 
步 存 在 we HOC 五 使 得 Tw = z. 如 果 mi ER, Ri okt, mi o. 
RH, T's, 属于 G, 因此 有 界 . 不 妨 设 Tmi-1z; ow. BAwcA,#® 
们 又 得 到 ， 存 在 we Å EI Tw = 2, 这 就 证 明了 Ê c TË), HAR. 
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应 用 中 最 重要 的 稳定 类 型 是 “ 渐 近 稳定 ”， 我 们 将 在 11 节 中 论 及 . 


7.5. 定义 RE 五 称 为 吸引 子 ， 如 果 存 在 A KRR U 使 得 x € U, 
Hn-okt, Tr +H. H 称 为 是 渐 近 稳定 的 ， 如 果 H 既是 稳定 的 ， 又 
是 吸引 子 . 如 果 对 所 有 xE R”, 4 n> otf, Te > Ë, H 称 为 是 整体 
渐 近 稳定 的 . MRA 不 是 稳定 的 ， 则 称 为 是 不 稳定 的 .如 果 既 不 是 稳 
定 的 又 不 是 吸引 子 ， 则 H 称 为 是 强 不 稳定 的 . 


7.6. 练习 RE H BARA THH) = {ziT(z) € H} 集合 H RY 
道 不 变 ， 如 果 T(H)=H. 

证 明 : 

(a) H ŠRF H EFS TOA) CH. 

(b) H RABY AM Toe 关于 每 个 ze HY HAX. 


7.7. 练习 集合 H 的 吸引 区 域 RH) AWE Ts > H (n> œ) 的 
所 有 z 构成 . Ww H 的 边界 为 OH, H 的 补 集 为 oH. TER: 如 果 H 渐 近 稳 
se, WU: 

(a)R(H) AF. 

(b) R(H), OR(A) Al yR(H) 均 为 道 不 变 . 


7.8. 练习 “给 出 渐 近 稳 定 的 集合 H, 使 得 RUD), IR(H) 和 pR(H) 均 
不 为 不 变 . 


7.9. 定理 ” 设 G 为 有 界 开 正 不 变 集 . WMR 外 VV 为 G 上 (1.1) 的 
Liapunov WAX, (ii) MCG, W M 为 吸引 子 且 G CRM). 如 果 进 一 步 有 
(ii) V EM 上 为 常数 ， 则 M 渐 近 稳定 (相对 于 G 整体 渐 近 稳定 ). 

WH: ”因为 了 和 了 均 为 连续 的 ， 所 以 Y 连续 而 巨 闭 MAHER 
最 大 不 变 集 , 因此 为 闭 (练习 4.5(b)). 从 而 由 定理 6.3 可 推 得 M 为 吸引 子 . 
V 的 连续 性 保证 了 V 为 G 上 的 Liapunov 函数 .由 练习 4.5(a), G HERE 
的 ， 而 由 定理 6.3., G C R(M). 注意 MCG. 我 们 现在 证 明 V(x) =c 时 ， 
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M 为 稳定 的 . 如 果 我 们 可 以 证 明 M Cc E, 因为 M 不 变 (练习 7.4), 而 M 为 
E 中 最 大 不 变 集 ， 所 以 有 M = M, H M BE. Rze M, M T:> MH 
V(z) >. 又 存在 zi 及 mi 使 得 当 i> oœ Hf, zi 人 EM 以 及 Tci >z. 
由 于 V(xi) > V(T™2;), HA e > V(z), 且 V(z) = ec 对 每 个 ze MM 成立. 
由 此 得 M 为 不 变 的 ， 故 M eE. 

当 M 为 单 点 集 ， 或 为 具有 有 限 个 元 素 的 不 变 连通 集 时 ， 定 理 7.9 的 条 
件 (iii) 自然 满足 这 样 我 们 就 得 到 了 渐 近 稳定 的 充分 条 件 而 没有 假设 T 或 
-V EM 上 正定 . 这 说 明了 为 什么 可 以 在 例 6.4 中 得 到 渐 近 稳定 性 ， 这 个 
结果 也 显示 了 我 们 所 得 到 的 渐 近 稳定 的 “程度 ”， 因 为 知道 了 渐 近 稳定 的 区 
REGEK. 在 很 多 应 用 中 ，M 也 为 EE 中 的 最 大 正 不 变 集 ， 从 而 V(x) 一 c 
EM 上 正定 . 通常 ， 一 个 “好 ”的 Liapunov 函数 应 该 是 正定 的 ， 但 以 上 
结果 表明 正定 性 并 不 是 必须 的 ， 不 了 解 这 一 点 ， 可 能 实际 上 已 经 付出 了 很 
多 不 必要 的 努力 ， 即 使 M 为 单 点 集 ， 正 定 的 Liapunov 函数 也 是 很 难 构造 
的 . 实际 上 ， 我 们 可 以 把 定理 7.9 和 练习 7.10 看 成 是 关于 正定 性 的 一 个 充 
分 条 件 . 


7.10. 练习 ”证明 如果 定 理 7.9 的 (i), Gi) 和 (iii) 成 立 且 M WE 
中 的 最 大 不 变 集 ， 则 当 zeG- M 时 ，V(z) > c, 其 中 c 为 V 在 M 上 的 
值 ， 即 V(z) -c HF M 正定 . 


7.11. 练习 (Liapunov 稳定 与 渐 近 稳定 定理 ) H 紧 而 G HAS HH 
HFR. 

证 明 : 

(i) Vie) <0,2€ HA V(2)>0,7E€G-H, 

(ii) V X (1.1) Æ G 上 的 Liapunov 函数 ， 
则 五 稳定. 如果， 进一步 

(iii) E CH, 

则 H 渐 近 稳定 . 
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7.12. 注 条 件 (i) 说 明 V 关于 H EZ, mA (i) 和 (ii) 表示 站 HK 
TH 负 定 . 我 们 知道 条 件 (iii) 可 由 M CH 替代 . 同样 ORV EM 
为 常数 ， 则 没有 必要 假设 Y 为 正定 的 . 


7.13. 例 利用 上 面 的 结果 可 以 证 明 , 例 6.4 中, 4a? <1, P <1 
+ 以 <2 时， 原点 全 局 浙 近 稳定 . 注意， 此 时 -V 非 负 定 . 


7.14. 练习 证明 如 果 没 有 属于 G -M 的 解 在 有 限时 间 到 达 M(M 
相对 G WARD), 则 定理 7.9 的 条 件 Gi) MARA: Gy VV 在 M 的 边 
界 上 为 常数 . 


我 们 现在 给 出 差分 方程 对 应 于 常 微分 方程 不 稳定 性 的 推广 的 Cetaev 定 
理 . Cetaev 试图 对 于 守恒 动力 系统 证 明 : 如 果 平 衡 点 不 是 势能 的 最 小 点 ， 
则 必 不 稳定 ([62,p56]). 


7.15. 定理 (不 稳定 性 定理 ) 设 y 为 开 集 U 边界 的 平衡 点 ，N 为 gy 的 
邻 域 . BE: (i) V A (11) EG = UfN 上 的 Liapunov MH, (ii) MNG 
HER, (iii) V(x) = ec 在 边界 U 位 于 N 内 部 成 立 ，(iv) V(r) < c 对 zeG 
成 立 ， 如果 T(G) e U, Wy 不 稳定 ， 实 际 上 ， 如 果 No 是 y 的 完全 包含 在 
N 中 的 有 界 邻 域 ， 则 每 一 个 从 Go = U 门 No 出 发 的 解 最 终 都 要 离开 No. 如 
果 U 正 不 变 ， 则 y 强 不 稳定 . 实际 上 ， 初 值 在 U 中 的 解 当 n oo 时 均 不 
趋 于 y. 

WEAR: 由 定理 6.3, 任何 出 发 于 Go 的 解 最 终 一 定 离开 Go, 因为 它 不 
趋 于 N 内 部 的 U 的 边界 部 分 . 由 于 解 第 一 次 离开 Go 时 仍 属于 U, 它 必 然 
离开 No. y 在 Go 的 边界 上 ， 故 y 不 稳定 . MERU 正 不 变 ， 则 显然 y 不 为 
吸引 子 . 

以 下 的 推论 ， 对 应 于 Liapunov 的 前 两 个 不 稳定 性 定理 . 


7.16. 推论 WV: Rm > RESH T(0) = 0. 任意 接近 原点 都 存在 z 
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使 V(z) > 0 而 V(0) = 0. 在 原点 的 邻 域 N 关于 (1.1) 有 
V(z) = 8V (2) +W(2), 


其 中 或 者 (i) W(x) 非 负 而 6 > 0 RH (ii) 8 > OMW Ee. 所 以 原点 不 稳 

证 明 : U 表 V(x) > 0 的 区 域 . 则 -V X (1.1) ÆG =NNU EH 
Liapunov 函数 . 因为 ze G AF T(z) e G, 原点 的 不 稳定 性 由 定理 7.15 推 
出 . 


7.17. 例 考虑 


ry = 91(£1, £2), 


T3 = 92(£2, £2), gı (0, 0) = g2(0,0) = 


RV = —2,22, WV = 22 一 gi(x)go(x). 设 

(a) 4 zizs > 0 时 ，g(z)gz(z) > 0, 

(b) 当 ziza > 0, H r 充分 接近 原点 (属于 原 点 的 邻 域 N) BY, g:(x)go(x) > 
a2. 则 sizz > 0 对 应 的 G 满足 定理 7.15 的 条 件 ， 故 原点 为 强 不 稳定 . 


7.18. 练习 ”陈述 并 证 明 当 y 属于 U 时 对 应 于 定理 7.15 的 结论 . 
8. 向 量 Liapunov 函数 


” 常 微分 方程 的 向 量 Liapunov 函数 首先 由 [12] 讨论 和 论证 . (关于 应 用 
及 进一步 的 参考 文献 ， 有 [30].) 这 里 我 们 陈述 文 [60] 中 关于 差分 方程 的 结 
FR. 由 单个 到 向 量 Liapunov 函数 的 推广 是 直接 的 . 单个 不 等 式 由 向 量 不 等 
RARE, 本 质 上 没有 新 的 内 容 ， Liapunov 函数 之 和 仍 为 Liapunov 函数 是 
一 个 基本 的 事实 可 使 表述 变 得 方便 .我们 将 介绍 由 经 济 学 家 Arrow, Block 
和 Hurwicz 在 [4] 中 引入 的 另外 一 种 由 一 系列 纯 量 函数 构造 纯 量 Liapunov 
函数 的 方法 . 
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8.1. 记号 Rae e R”: 

ZT > 0 表示 r > 0 Mi =1,....m RY, 

z> 0 表示 zi > 0X i= 1,...,m RY, 

RP = {z;7 > 0,7 € R™}, 

RP = {2;7x > 0,x € R™}. 

对 于 矩阵 同样 有 ， B = (by) > 0 (B > 0) 表示 by > 0 (by > 0), 
|B| = (lb:;l)- 

Ù v: R” > RR 并且 记 


v(x) = v(Tr) — v(x). 


8.2. 定义 G 为 Rm 中 任意 集合 . 称 v 为 (1.1) 在 G 上 的 向 量 Liapunov 
函数 ， 如 果 (i) v 在 R” 上 连续 ，( ole) < 0 对 所 有 x € G 成 立 ， 定 义 
E = {2;0(x) =0,¢ € G}, 记 MW E PORK AER, 

与 标量 Liapunov 函数 类 似 ， 我 们 有 如 下 的 定理 . 


8.3. 定理 设 v 为 (1.1) 在 G 上 的 向 量 Liapunov 函数 . 如果 x(n) 为 
(1.1) 的 解 且 对 所 有 m e 三 有 界 并 属于 G, 则 存在 ce Ro 使 得 当 n = 00 时 
s(n) + M Qato). 


8.4. 例 考虑 线性 差分 方程 (*) 2 = Ar, 其 中 4> 0X mx m 矩阵 . 
假设 U- A)? FER (I A)! > 0. B v(e) = (I - 和 -lz, 则 zz) = -z， 
BU u(x) 为 (*) 在 R? 上 的 Liapunov BR. RY 为 正 不 变 且 每 一 个 R™ 出 
发 的 解 有 界 ， 因 为 对 每 个 ce R”, G. = {fziv(z) < cz > 0} AR. MVE 
原点 ， 所 以 由 定理 8.3, 每 个 从 RE 中 出 发 的 (*) 的 解 当 n > oo 时 趋 于 0. 
因为 RF 包含 R” 的 一 个 基 ， 每 一 个 (+) 的 解 当 n 一 co 时 趋 于 0, 即 原点 
整体 渐 近 稳定 . 

F v 为 (1.1) 在 G 上 的 向 量 Liapunov 函数 ， 意 味 着 v 的 每 一 分 量 vo 
AG 上 的 对 应 于 和 M: 的 标量 Liapunov BA. XK, V= DL v tE 
为 (1.1) Æ G 上 的 标量 Liapunov 函数 ， 而 与 V 相关 的 集合 EMM 与 定义 
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8.2 中 向 量 Liapunov 函数 v 的 集合 E Al M 是 一 样 的 ， 而 由 例 8.4 可 知 ， 
fa] it Liapunov 函数 在 表示 上 更 为 方便 . 

推广 Arrow, Block 和 Hurwicz[d] 关于 构造 Liapunov 函数 的 思想 ,我 们 
介绍 向 量 Liapunov 函数 ， 其 分 量 不 必 为 Liapunov 函数 . 


8.5. 定义 iw: R” + RI, eM W(x) = maxiwi(z) i & (z) = 
w(T'x) —W(2)u, HA u; = 1, i = 1,...,9¢, i= wi(Tzx) —W(2)). RITE w 
Wy (1.1) Æ G 上 的 向 量 Liapunov 函数 ， 如 果 ， (i) w Æ R” 上 连续 ， (ii) 
Ù (x) < 0 对 所 有 z EG 成立. BM E = {z;w(z) x0;z € G}, M HER 
的 最 大 不 变 集 . 

WR xe G AMR i= 1,...,g, W; (£) =0, Wreck. 又 由 于 


tb (æ) =ù +w(2) — W(2)u 


所 以 w(x) <w (a), BURCH ù (z) < 0 ERIE O (z) < 0 88. 事实 上 ,在 
这 种 意义 上 w 可 以 为 一 向 量 Liapunov 函数 ， 而 其 分 量 均 不 为 Liapunov 函 
数 . X W = max; w; (z), 所 以 当 几 为 一 G 上 的 纯 量 Liapunov 函数 时 ， Ww 
AG 上 一 纯 量 Liapunov 函数 .由 此 马上 有 如 下 的 定理 . 


8.6. 定理 WR (i) w X (1.1) 在 G 上 的 向 量 Liapunov 函数 ， (ii) (1.1) 
的 解 eln) 对 所 有 n > 0 属于 G 且 有 和 界 ， 则 存在 常数 c 4 n > oo 时 ， 有 
x(n) > MNW! (e). 


8.7. 例 再 考虑 线性 差分 方程 = Ac. 假设 存在 R” 上 的 c > 0 使 得 
[Ale < c. Hk wi(x) = jzil/es M W(x) = max; |æ:l/ci. W 


|(Az);| i< l Ier] 
wi( Ar) = = < ~ > Qik |Ck — 
i(Ar) Cj ` G 2! ik|Ck Ch 


iA 


w (a) Hes <W(a), 240. 


Kit «A0m, w w(x) < 0, w(x) 为 R” 上 的 向 量 Liapunov AK. M 
为 原点 . 因为 lz| 一 co Bt, W(x) + 0, ARARAT, W n > 00 时 
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均 趋 于 原点 ， 因此， 存在 c 乡 0 使 |4jc < c 为 原点 整体 渐 近 稳定 的 一 个 充 
分 条 件 . 


8.8. 练习 证 明正 不 变 集 之 交 正 不 变 . 
8.9. 练习 证明 如 果 了 为 1- 1 映射 ， 则 不 变 集 之 交 不 变 . 
8.10. 练习 ”举例 说 明 不 变 集 的 交 不 是 不 变 的 . 


8.11. 练习 i v;,i1=1,..,¢ X (1.1) 在 G 上 的 纯 量 Liapunov BRA 
E; = {x;0;(z) = 0,2 € G}, 而 Mi 为 Ei; 中 的 最 大 不 变 集 . EX E =N Ei 
和 M* = 门 Li Mi WM 为 五 中 的 最 大 不 变 集 而 M 为 M* 中 最 大 不 变 
集 . WH: AM = M1. 


8.12. Æ mÈ v ÆG 上 在 定义 8.2 意义 下 的 向 量 Liapunov 函数 ， 
则 每 个 v 是 G 上 的 纯 量 Liapunov 函数 . 练习 8.11 的 关键 是 ， 如 果 x(n) 
(ne J+) 是 (1.1) 在 G 上 的 有 界 解 ， 则 由 定理 6.3 可 知 ， 对 某 些 常数 ci, 4 
n> œ ff, 2(n) + Mi No7! (e:) 对 i = 1,.…,g 成 立 , 即 z(n) > M* Nw (e), 
其 中 c= (c1,...,€g), = (U1, ..-, 0g). 从 而 当 n > oo 时, z(n) 一 M? Qo (e). 
而 由 练习 8.11, 以 上 结果 是 显然 的 . 


9. 线性 差分 方程 


9.1. 记号 

A = (aij) AH m x m 矩阵 ，5(4) = {àr Am} 为 4 特征 信之 集 (4 
的 谱 )， 

r(A) = max; | 和 i| ( 谱 半 径 )， 

RI6(A) = max; RM;, 

A’ = (aji), A 的 转 置 矩 阵 ， 

A” = 44n-1 40 =]. 
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一 般 维 数 为 m 的 线性 自治 差分 方程 如 下 
7' = Ag. (9.1) 


满足 条 件 z(0) = 2° BYR Ate. A? 的 列 构 成 了 (9.1) 的 主 解 (Principal 
solutions). 如 果 v 是 4 关于 特征 值 Ai 的 特征 向 量 ， 则 cfu’ 为 (9.1) 之 
解 . 这 样 ， 如 果 r(A) > 1, 则 总 有 解 不 趋 于 原点 如果 r(A) > 1, 则 有 无 界 
fH. 如 果 4 的 特征 值 不 同 ， 则 (9.1) 的 一 般 解 为 


(a(n) = cM + Cn Nv™. 


9.2. 由 特征 值 计算 A” 的 一 个 算法 ”此 算法 与 Putzer 在 [93] 中 计算 
e^t 的 算法 是 相似 的 . 


我 们 假设 A 有 如 下 表示 
A” = Sw; (n)Qs-1, (9.2) 
j=l 
其 中 
Q; =(A-ANQ-1, Q=. (9.3) 


由 Hamilton-Cayley 定理 ， Qm = 0. (每 一 个 矩阵 满足 其 特征 方程 ). 表达 式 
(9.2) 即 受 此 启示 . 

HL w1(0) = 1, we(0) =... = wm(0) = 0, 则 满足 初始 条 件 AP = 工 我 们 
希望 有 


M m 
AŞ wna = S uj (n + 1)Q;-1, 


j=1 j=l 


或 者 由 AQ@;-1 = Q;+2;Qj-1 有 


Do wi (Qi; + AQ = E wln + DQ. 
j=i j=l 
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这 样 ， (9.2) 就 成 立 了 ， 只 要 

wi(n+1)=Awi(n), w(0)=1 (wl(n)= XN) 

wi(n +1) = Awi(n) + wi(n), wi(0) = 0, 7 =2,...,m. 


方程 (9.3) 和 (9.4) 就 是 根据 4 的 特征 值 计算 Qj 和 wj(n) 的 算法 ( 即 由 A 
的 特征 值 计算 A”). 
为 说 明 问 题 ， 我 们 用 此 算法 求解 


y” — 3y" + -y=0, y(0)=%, y(0)=% y(0)= yo- 


这 个 三 阶 方程 等 价 于 zc = Ar, HH 


Tı y 0 1 0 
LE=] a |=] y |, A=] 0 0 1 |, 
T3 y” 1 -3 3 


直接 求解 (9.4) 或 利用 练习 9.4, 可 得 wi(n) = 1, wo(n) =n, w3(n) = in(n- 
1). 从 而 
A” = I+n(A-I)+}n(n-1)(4- I}? 


i(n- 1)(n-2) -n(n-1) in(n — 1) 


3n(n — 1) —(n+1)(n-1) $(n+1)n 


3(n + Dn —(n+2)n 3(n + 2)(n +1) 


20 现代 应 用 数学 。 动力 系统 的 稳定 性 


R u(n) 为 4"z? 的 第 一 个 分 量 ， 这 就 给 出 了 y(n) = 3(n ~ D(n 2)yo - 
1 1 n 
n(n — 2)yo + ann — 1)yo. 
9.3. 练习 证 明 : (a) 如 果 r(A) =fr < B, 则 


(b) WR a < min; Ai, 估计 fw, (n)| 的 下 界 . 

由 练习 9.3, 我 们 知道 ， 如 果 |r(4)| <1, W n+ oo 时 ， wj(n) 一 0， 
从 而 A" 一 0. 已 经 知道 ， 当 r(A) > 1 时 ， A" 不 趋 于 O(n 一 oœ). 由 
于 A" 一 0, 对 应 于 (9.1) 的 整体 渐 近 稳定 ， 故 (9.1) 整体 渐 近 稳定 当 生 仅 当 
r(A) < 1. 这 时 ， 4 称 为 是 稳定 的 ， 关于 矩阵 的 特征 值 是 否 落 在 单位 圆 内 
的 计算 判 准 ， 参 阅 [48]. 

9.4. 练习 证 明 


wi (n) = AT 7 


wi(n +1) = reo AF w5_1(k), j = 2,...,.m. 


9.5. 练习 如 果 4 的 特征 值 各 异 ， 则 


Wi (n) = Aq; 


j 
w;(n) = 》 cya, 
i=] 


其 中 
ey = I ~-A. 


1<k<i<j 


9.6. 练习 (常数 变易 公式 ) 证 明 初 值 问题 的 解 (f : J, > R”) 


z= Az + f(n), 2(0) =2° 


第 一 章 ”差分 方程 。 高 散 半 动力 系统 
Ent 1 时 刻 为 


a(n +1) = Ata + Y AP f(k). 
k=0 


9.7. 练习 证 明 
y(n+m)+ay(n+m—1)+...+amny(n) = g(n) 


满足 y(0) = y(1) =... = y(m — 1) = 0 的 解 为 
y(n +1) = 2, wn — k)g(k), 
k=0 
其 中 w 为 齐 次 方程 (g(n) = 0) 的 第 mm TER, Hw 是 
y(n +m) +ay(n+m -— 1) +... + amyn) = 
满足 
y(0) =... =y(m-—2)=0, y(m-1)=1 
的 解 . 
因为 AIH — Ak = AkK(A— I), 我 们 得 到 


A"ti1-IT=(4-7) 5 A*. 
如 果 APT? — 0 (r(A) < 1), 则 得 


(I-A = Soat, 


k=0 
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(9.5) 


(9.6) 


R(A) = (M - A)? 称 为 4 的 预 解 式 . 因此 ， 我们 知道 ， 如果 JA > r(A), 则 


RA) = (AT — A)- = 5a- (+1) ak 
k=0 


(9.7) 


考查 (9.1) 的 解 在 什么 情况 下 都 趋 于 一 个 点 是 有 趣 的 ， 当 然 这 个 点 一 定 是 平 
衡 点 . EHF n> co 时 ， A” > B. 我 们 已 经 知道 ， 当 nokt, WE 
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r(A) <1, W A” 一 0, 如 果 r(4) >1 则 4" 无 界 . 下 面 的 练习 通过 考虑 剩 下 
的 情形 r(A) = 1 给 出 以 上 问题 的 答案 . ER: 入 = 1 为 4 的 预 解 式 的 一 个 
单 极点 等 价 于 1 A 的 极 小 多 项 式 的 单 根 . 


9.8. 练习 证 明 : WMR r(A) = 1, 则 A 收敛 当 且 仅 当 入 =1 为 4 的 
预 解 式 的 单 极点 ， 即 为 4 在 单位 环 上 的 唯一 特征 值 . (这 可 由 计算 4" 的 
算法 或 计算 4 的 若 当 标 准 型 知道 . 参考 [95, 第 一 章 ]). 


9.9. 练习 证 明 WẸ A” > B (n > œ), N AB = BA=B, H 
B? =B. 


9.10. 练习 在 什么 条 件 下 ， (9.1) 的 解 都 有 界 . 

为 了 进一步 说 明 Liapunov 直接 方法 和 Liapunov 函数 及 其 应 用 ， 我 们 
将 涉及 一 些 关于 4 的 稳定 性 问题 . 

以 下 的 判 准 与 Liapunov 最 初 给 出 的 关于 A 的 所 有 特征 值 实 部 为 负 是 
相同 的 (e^t + 0, 24 t -> 00). 

id V(x) = 27 Ba, 其 中 B 为 正定 . 则 关于 (9.1) 有 Y(z) = 27 (ATBA- 
B)z. 从 而 ， 如 果 A BA-B fie, WARY 7.11 可 知 ， (9.1) 渐 近 稳定 且 
4 稳定 ， 反 过 来 ， 假 如 4 稳定 ， 考 虑 方程 


A’TBA-B=-C. (9.8) 


以 上 方程 有 解 ， 则 


一 Pantea = (A")(n + 1)BA"? — B. 


=0 


由 n> 00 可 知 解 应 有 如 下 形式 


w 


B= 和 Cr)sCa4e 


k=0 


容易 验证 其 为 解 ， 且 当 C E€, BEEE. 
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这 样 ， 我 们 就 证 明了 如 下 的 结果 . 


9.11. 定理 ”如果 存在 正定 矩阵 BM C WE (9.8), N 4 稳定 . 反 过 
X, mE ARE, MAE C, (9.8) 存在 唯一 解 B. 如 果 C EX, WBE 
定 . | 

这 个 结果 在 线性 离散 控制 系统 中 起 做 着 重要 的 作用 .相反 的 定理 是 ; 
如 果 (9.1) 渐 近 稳定 ， 则 存在 正定 二 次 Liapunov MH V, 其 -V 正定 . 

我 们 得 到 了 定理 9.11 的 一 个 马上 要 用 到 的 直接 结果 . 实 对 称 阵 B 称 为 
是 不 定 的 ， 如 果 z7Bz 同时 取 到 正和 负 值 (B 具有 正和 人 负 的 特征 值 ). 


9.12. 推论 如 果 r(4) > 1 并 且 对 于 正定 矩阵 C, (9.8) 有 唯一 解 B, 则 
B 对 称 且 zrBz 为 负 . 

证 明 : WR B 为 解 , 则 B 也 为 解 , 从 而 B = BT. 因为 r(4) > 1 由 
定理 9.11, B 非 正定 . 同时 ， BRAKES, BW, FE r £0 te Bx = 0. 
但 -27Cx = zx A’ BAr > 0, FJA. 

下 面 的 练习 将 给 出 (9.8) 有 唯一 解 的 条 件 . 类 似 的 结果 是 AX -AMX = 
C 有 唯一 解 当 且 仅 当 Ai 和 Ap 无 公共 特征 值 . 


9.13. 练习 hi 为 mxm BM, A 为 n xn 矩阵 CHMX YW 
mxn 矩阵. 证明: DE AXA -X = C 有 唯一 解 当 且 仅 当 A, 的 特征 
值 与 A, 的 特征 值 不 互 为 倒数 ， (提示 : 假如 A, 和 A. 满足 如 上 条 件 ， 
利用 Hamilton-Caley 定理 证 明 存在 KEWA SA) 使 得 B(41) = 1 H 
&* (A2) = 0, 其 中 B*( 和 ) = AF O(1/A), 利用 此 证 明 充 分 性 , 因为 X = A,X Ap 
Mi &(A,)X = ATX *(Ap).) 

1929 年 ， Perron[91] 考虑 了 线性 渐 近 z' = Ar 的 稳定 性 决定 非 线性 方 
程 

x' = Art f(n,2), (9.9) 


稳定 性 的 问题 ， 其 中 f(n,2) 为 olz) RF n> 0 一 致 成 立 ( 即 ， 任 给 e > 0, 
存在 4 > 0 使 得 zl < 5 时 ， fir) < ellzll RFRA n> 0M lel] <6 
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成 立 ). 这 样 在 原点 附近 ， 非 线性 部 分 可 以 忽略 ， 除 临界 情形 r(4) = 1, 稳定 
性 可 由 线性 近似 决定 .这 是 下 一 个 结果 的 主要 内 容 ， 在 这 里 稳定 性 即 原点 
的 稳定 性 ， 我 们 不 讨论 非 自 治 系统 的 稳定 性 ， 只 考虑 如 下 的 系统 


t = Ax + f(a), (9.10) 


对 于 (9.9), 其 结论 和 证 明 是 完全 一 样 的 ， 渐 近 稳 定 是 一 致 的 ， Perron 曾 给 
过 一 个 不 同 的 证 明 . 


9.14. 定理 (线性 渐 近 的 稳定 性 ) 设 f(z) 为 o(z). 如 果 4 稳定 ， 则 原 
点 为 (9.10) 的 渐 近 稳定 的 平衡 点 ， 如 果 r(A) > 1, 则 原点 不 稳定 . 

iE: ”假设 4 稳定 ， 则 存在 正定 矩阵 B 满足 (9.8). 为 方便 起 见 ， 
RC = 了 ,V(xz) = £" Bz. 则 相对 于 (9.10) 有 


V(z) = -zx + 227 Bf(x) + V(f(a)). 
对 任意 0 < a < 1, 可取 6 充分 小 使 得 
Via) <-272, ||z|| <6. 


从 而 了 和 -V 正定 ， 原 点 渐 近 稳定 . 

如 果 r(4) >1 取 有 >0 使 (L+D)-724 的 特征 值 不 为 4 的 特征 值 的 
倒数 ， 且 6 充分 小 使 得 (1+ 8)? < r(4). 则 由 练习 9.13 和 推论 9.12, 存在 
矩阵 B 或 负 定 或 不 定 县 满足 


A’BA-B=BB-I. 
W V(x) = —27 Be, 则 关于 0 <a < 工 和 充分 小 56 有 
V(x) = BV(x) + W(2), 


EP W(x) > az7z 关于 所 有 |e < 6 R. 由 推论 7.16, 原点 不 稳定 . 
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9.15. 练习 (公开 问题 ”如果 r(4) > 1, 则 原点 关于 线性 系统 强 不 稳 
E ( 既 不 稳定 又 非 吸引 .4 在 什么 条 件 下 原点 关于 非 线性 方程 (9.10) 强 不 
稳定 ? 一 个 已 知 的 充分 条 件 是 4 的 所 有 特征 值 落 在 单位 圆 之 外 . 

通过 线性 近似 系统 来 判断 稳定 性 曾经 是 ， 现 在 仍然 是 应 用 中 的 重要 方 
. 法 .直到 1950 年 ， 这 个 方法 (可 追 道 到 Maxwelll69], [70], 1868) 几乎 是 控制 
系统 ， 反 馈 装置 的 设计 和 分 析 中 的 唯一 方法 ， 应 该 注意 的 是 ， 此 方法 所 得 
到 的 结果 是 局 部 的 ， 而 从 实际 的 观点 来 看 可 能 是 完全 错误 的 ， 虽 然 平衡 点 
是 局 部 稳定 的 ， 但 其 稳定 的 区 域 非常 小 ,而 实际 上 ， 它 应 视 为 不 稳定 的 . 相 
反 ,一 个 围绕 平衡 点 的 稳定 的 振荡 在 数学 上 表示 该 系统 是 不 稳定 的 ， 但 其 
振荡 非常 小 又 可 以 忽略 Liapunov 方法 的 优势 在 于 ， 当 它 被 成 功 地 应 用 之 
后 ， 考 虑 到 了 非 线性 因素 并 且 给 出 了 稳定 的 程度 . 

FEMER A = (ay) 满足 ay > 0, 记 为 4 > 0. 这 类 矩阵 非常 重要 并 且 
出 现在 很 多 应 用 之 中 而 被 广泛 的 研究 (参考 [11], [28]). 例如 ， 线 性 差分 方 
Bo! = Ac 可 以 是 关于 一 个 系统 的 数学 模型 ， 其 状态 变 元 只 在 非 负 情 况 下 
(z > 0) 有 意义 ， 如 ， 种群， 价格 ， 粒 子 数 ， 等 等 ， 此 时 4 非 负 ， 而 这 等 价 
于 RP ERE. 关于 稳定 的 非 负 矩阵 有 很 多 刻 划 ， 为 了 说 明 稳 定性 的 结论 
和 以 后 的 应 用 ， 我 们 在 如 下 定理 中 列 出 几 个 . 


9.16. 定理 WẸ 4 > 0, 则 如 下 结论 等 价 : 

(i) r(A) <1, 

(ii) (A-D- <0, 

(iii) FÆ c > 0 使 Ac < ec 成立， 

(iv) FETE c > 0 {Ë c7A < Aa 成立 ， 

(v) Ri(o(A—I)) <0, 

(vi) - A 的 主子 式 均 正 . 

证 明 : ”我 们 证 明 前 四 个 结论 的 等 价 性 . (i), (iv) 及 (vi) 的 等 价 性 由 
[28] 给 出 . 在 例 8.4 和 8.5 中 , Bik (ii) (i) 及 (iii) (i). 由 (9.6), 有 ()>(ii). 
为 证 (ii)=> (iii) 对 任意 5 取 c= (I — A)", Wh O- 4)-! 非 奇异 且 非 负 ， 
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可 得 e > 0. 前 三 条 的 等 价 得 证 . 与 (iv) 的 等 价 性 是 因为 7(4) = r(A’). 
9.17. 练习 ”证明 r(A) > r(|Al). 

10. 整体 渐 近 稳定 


我 们 首先 给 出 如 下 关于 整体 渐 近 稳定 的 结果 ， 它 是 定理 7.9 的 直接 推 
论 . 


10.1. 推论 Rit (i) V X i= Tr Æ R” 上 的 Liapunov BR, (ii) 
G. = {x; V (2) <c} HFA CAF, (Gi) MS, W M 整体 吸引 ， 如 果 进 一 
4%, (iv) VEM 上 为 常数 ， 则 M 整体 渐 近 稳定 . 


10.2. 练习 ”证明 WRH ||2|| 一 oo 时 ， TY(z) 一 co, WG. 关于 每 
个 e 有 界 . 

我 们 想 要 提出 和 回答 一 些 关于 平衡 点 整体 渐 近 稳定 的 问题 .提出 的 比 
回答 的 要 多 一 些 : 考虑 


zg =Tz, T(0)=0. (10.1) 


我 们 已 经 将 平衡 点 移 至 原点 ， 并 且 当 (101) 的 原点 为 整体 渐 近 稳定 时 ， 称 
(10.1) 为 整体 渐 近 稳定 . 

4m = 1, RITA i = T(x) = a(z)z, 其 中 当 z 夭 0 时 , a(x) = T(z)/z. 
4rcA0M, |a(z)| <1 为 整体 渐 近 稳定 的 一 个 充分 条 件 . 如 果 alz) > 0， 
则 为 充 要 条 件 ， 如 果 Te 属于 C, W ole) = fi T'(sx)ds (T! 表 导 数 ), 而 
|T (x)| < 1 (z #0 时) 为 整体 渐 近 稳定 的 一 个 充分 条 件 . 

一 个 一 般 性 的 问题 是 ; 怎样 将 这 些 条件 推 广 到 高 维 情形 ?如果 全 是 Cl 
的 ， 则 可 寻找 Jacobian 抢 阵 的 条 件 使 其 保证 整体 渐 近 稳定 性 .或 者 将 T(z) 
写成 T(x) = 4(z)z, 其 中 ARE T E R” 上 连续 ) 为 一 mm x m 矩阵 函 
数 ， 而 考虑 方程 

x’ = 4(z)z. (10.2) 
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如 果 T(0) = OTT HC! 的, WW T(x) = fo T'(sx)xds 而 A(x) = fo T'(sx)ds 
总 使 得 T(x) = 4(z)z. 但 一 般 来 说 ， B(z)z = 0 关于 所 有 t 成 立 并 不 区 
E B(z) = 0 关于 所 有 z 成 立 ， 所 以 方程 (10.2) 中 的 4(z) 不 一 定 唯一 . 注 
意 ， 如 果 A(z) 在 原点 连续 ， 则 4(0) 稳定 蕴含 了 原点 的 渐 近 稳定 . 这 由 定 
理 9.14 可 推出 、 同 样 ， 如 果 了 为 Ct 且 了 (0) 稳定 ， 结 论 同样 成 立 . 


10.3. 记号 Xt B = (b), if |B| = (lb;l), IBI] = maxyey—1 ||Bzll. 


10.4. 练习 记 6(B) = |B| a 4(B) = IIB], WE: 

(a) $(B) 正定 (BA, 9(B) >0 H $8(B) =0 当 且 仅 当 B=0) 

(b) 如 果 AB 有 定义 ， 则 (AB) < $(A)G(B). 

(c) WR A+ BAUM, NW pA +B) < (A) + 9(B). 

(d)¢(aB) < |olg(B). 

关于 整体 渐 近 稳定 , 当 m = 1 时 的 充分 条 件 的 可 能 可 以 推广 为 ，(zx 0) 

Cy: r(4(z)) < 1, 

Co: r(T'(£)}) < 1, 

Cs: 7(|A(z)|) < 1, 

Ca: r(JT’(x)}) <1. 

关于 这 些 条 件 我 们 知道 不 多 ， 还 有 很 多 公开 问题 . 另 一 方面 ， 容 易 说 
明 如 下 的 条 件 ( 比 上 面 的 强 得 多 且 不 一 定 是 独立 的 ) 是 整体 渐 近 稳定 的 充分 
条 件 ， (对 任意 x F 0) 

Cs: FERRER Qi, QT) < Qxl]. 

Co: 存在 非 奇异 矩阵 @ 使 ，|@7(z)| < Qal. 

Cr: |T(x)| < Blzl, B RÆ. 

Cs: A (<)BA(x) - B 关于 正定 矩阵 BAKE. 

Co: 了 为 O 且 存 在 正定 斥 阵 B, {EX x AO My #0, T(x) BT'(y) -—B 
为 负 定 . 

Cio: |A(z)| < B H B RE. 

Ci: T X C!, T(x) < B H B 稳定 . 
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10.5. 练习 证 明 : 
- (a) Cs 等 价 于 Cs; 
(b) Co HF Cs; 
(b) Cu MAF Cio, Cio AB C7; 
(d) Cs ME Ci; 
(b) Co Hie C2. 


10.6. 定义 HAR" 中 闭 集 ，G 为 Rm 中 正 不 变 集 , HHC. H 
相对 G 稳定 意味 着 是 关于 G 的 相对 拓扑 稳定 . 同样 可 以 定义 五 为 G 的 相 
对 吸引 子 . 如 果 相 对 C,H 稳定 和 吸引 , 则 五 相对 G 渐 近 稳定 . 如 果 互相 
对 G 稳定 上 且 对 每 个 ze G, T"z > H, 则 H 相对 G 整体 渐 近 稳定 . 

i, ERA M c G 的 假设 下 ， 和 定理 7.9 给 出 了 M 相对 G 整体 渐 近 
稳定 的 一 个 充分 条 件 . 定理 7. 9 的 另 一 个 变形 则 为 如 下 常用 的 结果 . 


10.7. 定理 G 为 有 界 开 集 , HÆF (10.1) 正 不 变 . Bit V X (10.1) 在 
G 上 的 Liapunov 函数 上 且 对 x € G, £ #0, § V (£) <0. 记 为 G 边界 上 
的 使 得 V WEA. 设 Mo 为 Bo 中 的 最 大 不 变 集 ， 则 所 有 从 G 出 发 的 解 
HT M = Mo U{0}. (i) 如 果 M = {0}, 则 原点 关于 G 整体 渐 近 稳定 (ii) 
如 果 0 € G, M G 中 出 发 的 每 个 解 当 n 一 co 时 趋 于 0 或 Mo. WME n 一 0 
时 ， 没 有 解 趋 于 Mo, 则 原点 渐 近 稳定 且 相 对 于 G 整体 渐 近 稳定 . 


10.8. 例 一 个 离散 流 形 病 模型 (淋病 ). 考虑 两 个 异性 群体 ， 一 个 群体 

的 感染 者 可 能 传染 病毒 给 男 一 个 群体 的 易 感 染 者 .康复 是 可 能 的 但 无 免疫 
性 ， 群 体 为 常数 ， 记 zi 为 被 感染 者 P 的 比例 ， 则 (1 - zi) 为 易 感染 者 比 
A. 一 个 既 简单 又 合理 的 离散 模型 为 

zı(n +1) = a129(n)(1 — 21(n)) + (1 ~ b)21(n), 

£2(n + 1) = aga (n)(1 — x2(n)) + (1 — be) z0(n), 
Bp 

a’ = A(2)2, 
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Hho <a,<1,0<) <1, 


A(z) = ( 1-b a(l — z1) ) 


a2(1 — £2) 1 — be 


W G = {2,0 < zi < 1}, 则 如 希望 的 ，G 及 G 均 为 正 不 变 . 实际 上 ， 
T(G ~{0})CG. 为 理解 这 种 推广 ， 我 们 注意 ， 


A(z) = I + Ao + A(x) 


其 中 4(z) > 0, I + Ao > 0, 而 A(s) <0 RF ee G MM. 而 A (0) = 0. 
对 n=2 
_ —b, ay 
m= 2 s) 


0 一 
so-( 人) 
u2 


分 两 种 情形 考虑 : (i) r(I + Ao) < 1, (i) rI + Ao) > 1. 

情形 (0). 应 用 定理 9.1 于 (1- 日 4. HS € 0+, W r(1+ Ao) <1 
当 且 仅 当 —Ao 的 所 有 主子 式 非 负 ， 此 等 价 于 存在 c > 0 使 cr4o<0. 到 
V(z) = crz, WA 


V(x) = cr(4o+4i(zh)z<0， 2 eG, 


而 zeG 时 ，Y(z) <0, AX T(G- {0}) CG, HH M = {0}, 由 定理 10.7， 
原点 相对 于 G 整体 渐 近 稳定 . 
当 n=2 时 ， 对 应 于 det4o = bib: — araz <0, 记 er = (62,01), WA 


V(x) = (aiaz 一 by be) 21 一 ai(a2 + bo)x129. 


在 最 坏 的 情形 ， 当 det4o = 0 时 ， Eo 为 坐标 轴 与 G ZX, kM = {0}. 
情形 G). 由 线性 渐 近 方程 x = (I + 4o)z 可 知 ， 原 点 不 稳定 ， CA 
在 原点 附近 V(z) M V(x) 均 为 正 ， 从 而 从 G- {0} 出 发 的 解 当 n -> 00 时 
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PETRA. (实际 上 ， 容 易 证 明 所 有 解 趋 于 一 个 不 变 集 且 G 内 必 有 唯一 
平衡 点 . ) 
当 = 2 时， 平衡 点 为 


HP ri = bi/ai, 而 r(I+ Ao) > 1 对 应 bbz 一 qlaz < 0( 即 rira < 1). 对 此 平 
衡 点 作 变 换 u = x ~ 2°, RITE 


u' = B(x)u, 


其 中 
poy=( tome sm) 


a(l ~ z2) 1—agp 
m p=(1+11)/A+re). ER 
(a2, 017) ( ae a 1 ) =0. 


a —a2p7 


RK 
V(u) = azlual + a pluz}. 


W24 1-aip>0 H 1- ap! > ont, 
V (u) < —ara2(x1|u1| + przlui)) < 0, 


Mee G RM. Er 坐标 系 中 ， 定 理 107 的 Mo 为 原点 ， 因 为 G - {0} 
中 的 解 均 不 趋 于 Mo, 2° (u = 0) 相对 于 G- {0} 整体 渐 近 稳定 ， 注 意 ， 当 
a+b SLR, 有 1-ap>0 和 1-oap-l>0. 如 果 时 间 单位 充分 小 此 
条 件 总 是 满足 的 (当时 间 单 位 趋 于 零 时 ， a; + 5; + 0). RIRA rnr <1 
Et, 2° 相对 于 G- {0} 总 是 整体 渐 近 稳定 的 ， 但 我 们 的 方法 依赖 于 G 上 
B(x) > 0. 由 练习 10.9, 2° 总 是 渐 近 稳定 的 . 


10.9. 练习 ”通过 考查 线性 渐 近 在 u = 0 点 ， 证 明 上 例 中 ， zx? 当 
rira < 1 时 渐 近 稳定 。 ( 维 数 为 2 nt, ERE B 的 特征 根 落 在 单位 圆 内 部 当 
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且 仅 当 |detB| < 1, H ltraceB| < 1+detB. 关于 一 般 的 判 准 及 算法 ， 参 阅 
[48].) 


10.10. 练习 ”在 如 上 的 传染 病 模型 中 ， 引 入 第 三 个 群体 ， 他 们 既 感 染 
本 群体 又 传染 其 他 的 群体 (用 通俗 的 说 法 ， 他 们 是 AC-DC), 讨论 该 模型 . 


11. 扰动 下 的 稳定 性 


到 此 , 我 们 仅 考 虑 了 在 初始 状态 > 的 扰动 下 T"z 的 渐 近 性 态 . 应 用 中 ， 
更 重要 的 问题 是 : 7 在 扰动 下 的 稳定 性 如 何 ? 直到 30 年 代 , 关于 Liapunov 
函数 存在 的 道 定理 给 出 之 后 ， 关 于 这 个 问题 常 微分 方程 方面 只 得 到 部 分 解 
w, 关于 差分 方程 的 对 应 理论 由 Halanay 于 1963 年 在 [34] 中 给 出 . 道 定理 
是 一 个 非常 重要 的 理论 工具 ， 我 们 将 不 加 证 明 地 利用 . 根据 Auslander 和 
Seibert 在 [9],[10] 及 [96] 中 关于 抽象 连续 动力 系统 的 工作 ， 我 们 陈述 一 个 
H Halanay 的 更 强 的 关于 扰动 下 T 的 稳定 性 的 结果 , KFT 连续 性 的 假设 
稍 强 一 些 ， 则 渐 近 稳定 等 价 于 扰动 下 的 强 稳定 . 这 个 结果 关于 渐 近 稳定 性 
有 实际 的 重要 意义 . 

考虑 

rz'=T(r), T(0)=0. (11.1) 


现在 , 在 Liapunov 意义 下 定义 的 稳定 性 和 渐 近 稳定 性 是 相对 于 初始 条 件 的 
扰动 的 . 在 实际 问题 中 ,任何 东西 都 是 未 知 的， 系统 不 断 地 被 扰动 一 个 好 
的 扰动 模型 应 该 是 

2 = T(x) + P{n, x), (11.2) 


其 中 P(n, 2) 未 知 但 较 小 . 当然 , 仅 由 (11.1) 的 稳定 性 是 不 能 推出 扰动 系统 
(11.2) 的 稳定 性 . 要 建立 扰动 系统 渐 近 稳定 性 和 稳定 性 的 关系 ,有 必要 假设 
T 在 平衡 态 附近 的 Lipschitz 条 件 ， 即 对 某 个 L > 0 存在 > > 0, 当 |jz|| <r, 
llyll < r BY, 

T(z) ~ TW < Lille — yll. (11.3) 
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证 明 要 用 到 如 下 的 道 定理 [34]. 


11.1. 定理 如 果 了 在 原点 附近 Lipschitz 连续 且 原 点 渐 近 稳定 ， 则 
存在 正定 Liapunov 函数 Y 在 原点 附近 Lipschitz SEA V 负 定 ， 即 存在 
ro > 0 Fl Le > 0, 3 |Ix|| < ro Ellyll] < ro BY, V(x) — V(y)| < Lalle — yll. 
V(0) = 0, H V(x) > 0, V(x) < 0 对 所 有 0 < fel] < ro 成 立 . 


11.2. 定义 2*(n, x) 表示 (11.2) 满足 2*(0,z) = z 的 解 ， 原点 ((11.1) 
的 平衡 点 ) 称 为 是 扰动 下 稳定 的 ， 如 果 有 eo, 对 任意 e > 0, 存在 ilo 和 
ôa (€) 使 得 |lzl| < 5(e A [|P(n,2)|| < Sale) (对 所 有 ne Jy A llull < eo) # 
A ||2"(n,2)|| < e 对 所 有 ne Jy 成立， 另外， 如 果 存 在 do, ro 和 N(e) 使 
F llel] < io B HP yI] < 62(e) (对 所 有 mn e Jy 和 所 有 |lyl| < ro) 蕴含 
ilz" (n, x)|] < € (对 所 有 > N(e), 则 原点 称 为 扰动 下 强 稳定 . 

利用 定理 11.1 可 以 证 明 如 下 结果 成 立 . 


11.3. 定理 WRT ER ABM Lipschitz 连续 ， 则 原点 在 扰动 下 强 
稳定 当 且 仅 当 非 扰动 系统 (1.1) 渐 近 稳定 . 

[34] F, ERF 了 的 同样 假设 下 ， Halanay 仅 证 明了 非 扰动 系统 的 渐 
近 稳 定性 蕴含 了 扰动 稳定 . 
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第 二 章 
常 微 分 方程 。 局 部 动力 系统 
1. 引言 


稳定 性 理论 是 Liapunov[66] 于 1892 年 针对 常 微分 方程 提出 的 ， 在 我 
们 推广 的 Liapunov 理论 中 起 中 心 作用 的 正 ， 负 极限 集 概念 至 少 可 追溯 到 
Hadamard(1897 年 )， 在 [31] 中 ， 他 称 极限 集 为 “ le domaine du mouve- 
ment ”并 且 证 明了 它 是 不 变 的 . 1912 年 ， Birkhof[14] 更 细致 地 研究 了 极 
限 集 ， 得 到 了 当 n 一 oo 时 ， 解 趋 于 其 极限 集 的 结论 . TEX [14] 和 文献 [15] 
的 第 七 章 中 (于 1924 年 首次 出 版 )Birkhof 建立 了 动力 系统 一 般 理 论 的 基础 
(参阅 [29], [84], [99], [112], [13], [59]). 

前 面 已 经 给 出 了 差分 方程 的 稳定 性 理论 , 我 们 现在 沿 同样 的 思路 考虑 微 
分 方程 . 这 样 做 的 必要 性 是 显然 的 ， 我 们 可 以 进行 得 更 快 . 所 有 情形 ,证 明 
是 容易 的 且 几 乎 与 [58] 中 的 一 样 . [58] 中 没有 假设 解 的 唯一 性 ， 而 为 了 下 
是 良 定义 的 ，V 有 较 好 的 光滑 性 假设 (局 部 Lipschitz ESE). 在 [58] 中 ， 集 
合 G 的 闭 包 假设 包含 在 微分 方程 的 定义 域 G 中 . 这 不 是 必要 的 ， 在 应 用 
中 也 不 方便 ， 这 里 去 掉 这 个 假设 . 对 常 微分 方程 来 说 ， 解 关于 时 间 双 向 都 
是 唯一 的 ,运动 是 连续 曲线 ， 解 可 以 在 有 限时 间 内 趋 于 无 穷 , 这 样 ， 虽然 过 
程 与 第 一 章 是 相同 的 ， 但 结果 是 不 同 的， 并 且 在 有 些 方面 更 为 有 趣 . 

2. 自治 常 微分 方程 

2.1. 记号 、 

R = (—00, 00), 实数 ; 

R+ = (0,00), 而 R- = (—0o, 0); 

f:G* > R, G* 为 Re PHS. 


我 们 总 是 假设 了 连续 并 且 


cad =£= f(z) (2.1) 
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在 G* 中 满足 r(0,z) 的 解 w(t, 2°) 唯一 . 


2.2. 定义 X ¢: (aw) > Gt, RP -w<a<0<wew. 点 
p 称 为 是 $ WIE (A) 极限 点 ， 如 果 存 在 如 E€ (aw) 使 得 当 n 一 oo 时 ， 
tn > (tr + a) H (tn) > p. 所 有 少 的 正 ( 负 ) 极限 点 的 集合 QUA) (4( 内 ) 
称 为 $ 的 正 ( 负 ) RER. KE (a,w) 称 为 是 最 大 的 (相对 于 G*), 如 果 
w< oo AE UNG 空 或 者 当 -oo < wa 时， AANG 为 空 . 


3. 解 的 基本 性 质 


由 常 微分 方程 的 理论 ， 我 们 有 如 下 解 的 性 质 (对 于 我 们 的 需要 是 基本 
的 ): 

已 (存在 性 )， 对 每 个 ze G*, (2.1) 满足 r(0,z) = x 的 解 7(1,z) 有 一 
个 最 大 存在 区 间 I(x) = (a(z),w(x)), -0 <a<0<w<o. 

书 ( 半 群 性 质 ， 唯 一 性 )， 对 所 有 se I(x) 和 所 有 te y(r(s,z)),t 十 5E 
I(x) H x(t, 2(s,2)) = w(t + 8,2). | 

PERRE). 7 连续 ， 即 (tn,z") € I(x") x G* 和 (tp,2") > 
(t,x) E€ I(x) x G* 可 推出 mtn, 2") > a(t, x). 

P. T(z) 在 G* 上 下 半 连 续 ， 即 ， 如 果 s” > zr eG, W Ie) c 
lim inf F(z") = Uri Mer (2°) (WÈ t € T(z), 则 te I(z") 对 所 有 大 成 
立 ). . 

我 们 所 需要 的 连续 性 是 ， 给 定 z 一 zeGr 和 te I(x), 有 rte”) 
w(t, x). 这 个 较 弱 的 性 质 可 由 Ps 和 P 推出 . 局 部 动力 系统 即 满足 如 上 性 质 
的 映射 m. 如 果 对 所 有 £ E G*, I(x) = (400,00), M r 为 动力 系统 . 


3.1， 定 义 解 x(t,z) 称 为 是 正 (fh) 准 紧 的 ,如果 对 所 有 te [0,w(z)) 
(t € (a(z),0]) 有 界 且 正 ( 负 ) 极限 点 不 属于 G* 的 边界 . 即 相 对 于 G 准 紧 . 

正 准 紧 对 应 于 旧 的 术语 “ 正 Lagrange ME”. 注意， 因为 w(z) RK, 
Tttz) EMER AES T w(z) = 00. 我 们 用 Ue) 和 4(z) 表示 r(tz) 的 正和 
负极 限 集 . 
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3.2. 练习 证明: 


Q2)= 门 7((B,w(z)),2). 


0<B<w(z) 


4. 不 变性 


4.1. 定义 相对 于 (2.1), 集合 H € R" 称 为 是 正 ( 负 ) 不 变 的 ， 如 果 
zE HAG 蕴含 x(t,x) € H, 对 所 有 t e [0w(z)) (te [a(x),0)) Miz. H 
称 为 是 弱 不 变 的 ， 如 果 它 是 正 ( 负 ) VEN. 如果 I(x) = (~00, 00) 对 每 个 
zE HNG Rit, H 称 为 不 变 的 . 

注意 : ”如果 五 相对 于 G ERMITE, WH 不 变 . 


4.2. 练习 证 明 : 

(a) E ( 负 ) 不 变 集 的 闭 包 是 正 ( 负 ) TEH, AT, TRAP 
不 变 . 

(b) 如 果 H FERRAT C 准 紧 ， 则 A 不 变 . 


4.3. 练习 E®G* 中 的 集合 . 记 M 为 EE 中 的 最 大 不 变 集 (RAS). 
证 明 : 

(a) M 为 所 有 在 (—00, 00) 上 定义 的 且 对 所 有 t 属于 EE 的 解 之 集 . 

(b) z 属于 M 当 且 仅 当 I(x) = (—0v, 00), 且 对 所 有 t, (t,x) € E. 

(c) MR ER, WMH. 

将 以 上 结果 与 第 一 章 练习 4.10 相 比 较 . 


5. 极限 集 的 基本 性 质 
我 们 仅 考虑 正极 限 集 ， 负 极限 集 的 结果 是 相同 的 ， 只 需 将 上 换 为 t. 


5.1. 定理 ”正极 限 集 闭 上 且 弱 不 变 . 
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WEAR: ”直接 地 或 由 练习 3.2, 每 个 正极 限 集 Q(z) WA. y ERING 
i te Ily). 因为 Q(z) 们 G* 非 空 ，w(z) = co 且 存 在 序列 t 使 得 th 一 oo 
FFA z(tn,7z) + y. Ps 之 后 的 注 可 知 ， 对 充分 大 的 n, tE T(x(tn,x)) 且 当 
n —> œ 时 ， a(t, x(n 2) = r(t + tn, x) > m(t,y). 因此 x(t,z) € Q(x), BP 
Q(z) 弱 不 变 . 


5.2. 定理 ME x(t,z) EER, WO) 属于 G*, 非 空 ， 紧 ， 连 通 ， 
不 变 且 当 t> 00 时 为 a(t, r) 趋 于 的 最 小 闭 集 . 

证 明 ， "(t,x) HERRERA T Q(z) EX, 属于 G* 且 紧 . By, 
由 定理 5.1, O(c) BRE, MARE. 剩 下 的 证 明 与 第 一 章 的 定理 5.2 相同 
(连通 性 甚至 更 为 简单 ). 

正极 限 集 非 不 变 和 非 连通 的 例子 由 附录 A 中 图 2 给 出 .注意 ， 在 这 个 
例子 中 ， 解 不 趋 于 其 正极 限 集 . 


5.3. 练习 GEAR: 如 果 Q(z) C G* 非 空 并 且 紧 ， 则 当 n> co 时 ， 
m(t, £) > O(a). 从 而 推出 : 如 果 Q(z) C G* 非 空 , 则 Q(z) 紧 当 且 仅 当 a(t, x) 
EER. 
6. Liapunov 函数 。 推 广 的 Liapunov 直接 法 

设 V:G* => RHEN 

V = lim inf EVit, z)) ~V(z)). (6.1) 

这 样 , 如 果 A(t) = V(r(t,z)) 而 Dolt) 表 右 下 导数 , 则 Ds g(t) = V (rlt, 2). 
按 这 种 一 般 的 形式 来 定义 V 也 是 合理 的 ,尽管 计算 看 起 来 依赖 于 解 r(t, x). 
， 如 果 不 假设 解 的 唯一 性 ， 则 Y(z) 是 否 良 定义 是 不 清楚 的 . (在 [58] 和 附录 
A 中 , 没有 假设 唯一 性 . ) 在 应 用 中 通常 是 C1 的 , 而 V(xz) = (me f(z), 
这 里 V'(z) = gradV (2), V 可 以 从 微分 方程 中 直接 算得 . 


6.1. 定义 RVG OR, GAG 的 任意 子 集 ，T 称 为 (2.0 在 G 
上 的 Liapunov 函数 , 如果 (i) V ESE, Gi) V(z) < 0 关于 所 有 ze G RY. 
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如 下 为 积分 论 中 的 标准 结果 [71,P200]. 


6.2. 引 理 i ¢: [a,b] > R. 假如 

O 5 在 lab) 上 为 左下 半 连 续 ( 即 liming, e- b(t) > (to) 对 每 个 
a < to <b) 成立 )， 

(ii) D+) = liminfy_,o+(1/t)(o(t + h) - ¢(t)) < 0 最 多 除去 一 个 可 
数 点 集 在 [a,5) 上 成 立 ， 

M o 在 [a b) 上 单调 不 增 ， 从 而 几乎 处 处 可 微 ， 满 足 bb - ola) < 
J? $'(s)ds, te [a,b). 

这 样 ， 我 们 知道 ， 如 果 V X (2.1) 在 G 上 的 Liapunov BAR, T% 
te [0,8), 8 < w(z) 时 ，r(tz) 属于 G, 则 V(r(t,z)) 在 [0,8) 上 单调 不 增 . 
事实 上 , 在 [0,8) LA, V(n(t,2)) - T(z) < fo V(a(s,2))ds. 


6.3. 记号 相对 于 (2.0 Æ G 上 的 Liapunov BR V, 我 们 引入 如 下 记 
号 
E = {x;V(x)=0, zeG 门 cj， 


M 为 中 的 最 大 不 变 集 ，M" 为 瑟 中 最 大 弱 不 变 集 ，MT+ 为 EE 中 最 大 正 
不 变 集 . 如 果 M* R, N M = M*. 注意 有 ，M C M* C M+. M+ BAR 
定 ， 虽 然 这 些 集 合 可 能 不 同 ， 但 通常 都 有 M = Mt. 


6.4. 定理 (不 变性 原理 ) 设 V 为 (2.1) 在 G 上 的 Liapunov 函数 ， 而 
a(t) = n(t,2°) 为 (2.1) 的 解 且 对 所 有 t € [0,w(zo)) 属于 G. WEE c 使 得 
(2°) Gt c M*QV—-1(c). 如 果 z(t) 准 紧 ， 则 x(t) > MNV—(c). 

证 明 假设 ye (2°) G*, 则 w(z0) = oo 且 存 在 序列 t 使 得 当 
n = œ ff, ælta) > y. XIE, 4 n > oH, V(a(tn)) > V(y). 因为 
Vie) RF t 单调 不 增 ，V(z(t)) > Viy) RF t > 0 成 立 且 当 t > oo 
时 V(x(t)) 一 c 从 而 有 c 对 每 个 ye O(2°) 有 V(y) =e. 又 (2°) BA 
变 ， 因 此 O(2°) C E, 从 而 属于 M*. 第 一 个 结论 得 证 . 如 果 z(t) 准 紧 ， 则 
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Q(2°) REE N) c MAVE). 因为 上 一 oo BY, x(t) 一 Q(z), 所 以 
z(t) > MNV! (o). 

当 z(t) =n(t, 1°) RA, 我们 知道 O(2°) BH. 如 下 结果 由 定理 
6.4 直接 推出 ， 而 且说 明了 Liapunov 函数 可 用 于 建立 平衡 点 (J(e) 的 零点 ) 
的 存在 性 . 


6.5. 推论 设 V 为 (2.1) 在 G 上 的 Liapunov 函数 而 x(t) 为 (2.1) 的 
准 紧 解 关于 t+ > 0 属于 G. 如 果 对 每 个 c, M(E EJ Ve) 的 交点 孤立 ， 
W4 too, rt) BT (2.1) 的 一 个 平衡 点 . 


6.6， 例 
tı = —24|zr2|*, 


£2 = —22\"|\°, a>0, B>0. 
He V = x? +22, WW V(c) = —2(02|x)% 十 |z1|52z2),V 为 R? 上 的 Liapunov & 
数 . RHE = M 为 坐标 轴 之 合 , 对 每 个 c VNM Axi (0, +0), (te,0) 
之 集合 ， 每 个 解 有 界 且 当 to co 时 趋 于 这 些 平衡 点 之 一 . 
如 下 定理 6.4 的 另 一 个 推论 在 建立 不 稳定 性 时 将 起 重要 作用 . 


6.7. 推论 i V A (2.1) Æ G EW Liapunov WR, id x(t) = a(t, <°?) 为 
(2.1) FEF t € [0,w(z0)) 中 属于 G 的 解 . 假设 G* = R” (或 者 (2°) c G*). 
如 果 M* 空 或 z(t) 在 M* 中 无 正极 限 点 ， 则 在 有 限时 间 内 或 当 上 一 co 时 ， 


x(t) 一 œ. 


6.8. 例 问题 : 如 果 a(t) X ž+ga t) = 0 的 解 (其 中 g(x,0) <0 
对 x > 0 成立 ) 满足 z(0) > 0, £(0) > 0, 则 在 有 限时 间 内 或 当 t — oo Hf, 
Zz2(t) + £2(t) > œ. 

解 。 ”等 价 系 统 为 =y,y 一 一 9(z,). RV =-2,G = R 再 利用 上 
面 的 推论 ([65] 关于 这 个 方程 有 详细 的 讨论 ， 而 这 个 不 稳定 性 结果 不 包括 在 
其 中 ). 
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再 进一步 考查 这 个 例子 ， 因 为 它 暗示 了 下 一 章 的 定理 7.12， 原 方程 也 
可 以 写成 
E+ f(x, £) + g(x) =0, 


g(x) = g(x, 0) 而 f(z, #) = g(x, 4)—g9(2,0). g(x) XFN, f(e, i) 为 阻尼 . 
与 此 等 价 的 系统 是 & = y,y = —9(2) - f(z,y). 总 能 量 为 W = by? + Ga), 
其 中 G(x) = 万 g(s)ds 而 W = —y f(x,y). 如 上 情形 对 应 g(z) < 0 (z > 0) 
(z > 0 时 为 推 斥 力 ). 

假设 y AOR, yjf(z,g) > 0( 正 阻尼 ), 而 zg(z) < 0 (£ £0), MW X 
R? 上 的 Liapunov 函数 . 区 域 G 由 WW < 0 所 定义 ， 它 是 正 不 变 和 非 空 的 . 
这 样 M = M* 为 原点 . 因为 G 中 的 解 都 不 趋 于 原点 ， 由 上 面 的 推论 知 ， 每 
个 这 样 的 解 在 有 限时 间或 当 t oo 时 趋 于 00. 阻尼 不 能 使 这 个 系统 稳定 . 


7. 稳定 与 不 稳定 性 


我 们 只 讨论 集合 H EC 中 的 稳定 性 ， G* 在 R" 中 为 紧 ， 这 样 ， 集 
合 Bs(H) = {ai p(z, H) < 5} 生成 了 H 的 一 个 完备 邻 域 系 (6 充分 小 时 ， 
Bs(H) C G*). 


7.1. ES 紧 集 互 C G* 称 为 是 稳定 的 ， 如 果 给 定 五 的 邻 域 0, 存在 
H 的 邻 域 WW 使 得 x Ee W AS r(t, z) EU (t > 0). 


7.2. 练习 证 明 : 如果 紧 集 HH 稳定 ， 则 为 正 不 变 且 对 每 个 ze H, 
w(x) = oo. 特别 地 ， 点 ze G* 稳定 ， 则 为 一 平衡 点 . 


7.3. 记号 ”关于 G* 中 集合 HEL AME: > e A, 如 果 存 在 序列 
z” € G* 和 如 € [0,w(zn)) (F724 n+ oo 时 ，r(tzn) >z. HRW HW 
正 延 拓 (参阅 [9],[10)). 
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$: HCA. 在 附录 A 的 图 2 中 ， 解 旋转 离开 平衡 点 平衡 点 的 正 
延 拓 由 平行 直线 y = 0 和 yy = 1 所 界定 的 闭 区 域 ， 它 是 弱 不 变 的 ， 但 不 是 
不 变 的 . 


7.4. 练习 证明 : 
(a) RH AG 中 的 紧 正 不 变 集 ， 则 互 稳定 当 且 仅 当 声 = 五. 
(b) 设 互 为 G* 中 的 紧 不 变 集 ， 则 A 弱 不 变 . 


7.5. 定义 BRE HCG" 称 为 吸引 子 ， 如 果 存 在 H HMR U 使得 
reU, Ht œt, z(t) H. 如 果 对 每 个 ze G*, r(t,r)—> H, WH 
称 为 整体 吸引 子 . 如 果 H 既是 稳定 的 ， 又 是 吸引 子 . 则 H 称 为 是 渐 近 稳定 
W. 互 称 为 是 整体 渐 近 稳 定 的 ， 如 果 它 既是 稳定 的 ， 又 是 整体 吸引 子 . 


76. 定义 不 是 稳定 的 称 为 是 不 稳定 的 . 如 果 五 既 不 稳定 又 不 是 吸 
引子 ， 则 H 称 为 是 强 不 稳定 的 . 


7.7. 练习 集合 EG 中 的 吸引 区 域 RH) 为 满足 z(t,72) 一 H 
(t > 00) 的 所 有 ze G* 构成 .五 的 边界 和 补 集 分 别 表示 为 0H 和 oH. 如 
RRR HG" 渐 近 稳定 ， 证 明 : 
(a)R(H) AF, 
(b) R(H), IR(H) 和 R(E) 均 为 弱 不 变 . 
下面 的 结果 非常 有 用 ， 它 是 练习 7.4 和 不 变性 原理 的 直接 结果 . 


7.8. 定理 设 G 为 G* 中 有 界 正 不 变 开 集 使 得 G 上 的 每 个 解 有 界 且 
正极 限 点 都 不 在 G 的 边界 上 . 如 果 (i) V X G 上 (2.1) 的 Liapunov 函数 ， 
(ii) M? = MG CG, GM? 紧 ， 则 Mo 为 吸引 子 且 GCR(M®). 如 果 进 
一 步 有 (iv) V 在 M 的 边界 上 为 常数 ， 则 Mo 渐 近 稳定 . 


7.9. 注 与 此 结果 类 似 但 稍稍 特殊 一 点 的 结论 由 [58] 给 出 (推论 1 和 
定理 3). 在 其 推论 1 的 证 明 中 有 一 错误 .因为 V(z) 不 一 定 连 续 ， 忆 和 MM 
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可 能 非 闭 . [58] 中 推论 1 和 定理 3 当 MRAM 时 为 真 ， 如果 假 设 V 为 
Ci, WU M A. 这 样 ，M[G CG 与 MNG ASH. 这 里 我 们 允许 M 的 
点 位 于 G 的 边界 . 下 一 个 例子 正好 说 明了 以 上 的 细节 . 


7.10. P) ž+ ač + 2+ 32? = 0,a > 0,58 > 0， 等 价 的 系统 为 
£=y,y = —2br—ay—327. 平衡 点 为 (0,0) 和 (— 30,0). RV = hy? +2? +23, 
此 为 系统 的 总 能 量 . WV = -ay?,V 为 RR 上 的 Liapunov BX, E X 2 
而 M 为 此 二 平衡 点 . 区域 了 < o 为 两 个 子 区 域 G1 AG. 之 并 . WG 
为 包含 原点 (— 3,0) EW HARTKE, G (-2b,0) 左 端的 无 界 子 
RR. Gi MG, 均 为 正 不 变 ; 而 从 Gi 或 Gs 中 出 发 的 解 均 不 趋 于 (— 36,0). 
KF Gi, 定理 7.8 的 条 件 满足 ， 因 为 Mi 为 原点 ， 所 以 原点 渐 近 稳定 . 当 
a > 0 时 ，Gi1 度量 了 稳定 区 域 的 大 小 ，Gi 为 原点 的 吸引 区 域 . 对 G2, M2 
为 不 稳定 平衡 点 (-35,0). 所 有 Go 中 出 发 的 解 均 不 趋 于 (一 35,0), Mo 中 的 
解 在 有 限时 间 内 或 上 一 oo 时 趋 于 无 穷 | 


7.11. 练习 考虑 方程 


d3y dy 
Y pÊ 
ds ae 


bi > 0, b2 > 0. 证 明 此 方程 等 价 于 系统 


d d 
+(1+ ba) + biy + ge’? =0, 


t = A(zx)z, 


—bı 1 0 
A(s) = 一 2 一 bo 0 1 3 
0 -1 0 


且说 明 原点 为 整体 渐 近 稳定 . (此 方程 由 Singh[100]) 作为 直观 方法 的 反例 
给 出 ， 此 方法 即 工程 师 们 称 为 的 “调和 线性 化 "， 用 于 逼近 ， 计 算 和 建立 几 
乎 非 线性 系统 周期 解 的 存在 性 . ) 


其 中 
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我 们 将 陈述 一 个 不 稳定 性 定理 ， 它 推广 了 Cetaev 的 不 稳定 性 定理 . 证 
明 可 由 定理 6.4 直接 得 到 . 定理 的 陈述 有 些 复杂 , 它 包含 了 如 下 的 可 能 : 平 
BEATE U 的 边界 或 内 部 . 


7.12. 定理 yeGr 为 (2.1) 的 平衡 点 且 包 含 在 开 集 UV C G* 的 闭 包 
P. N Ay 的 邻 域 . 假设 G) V A (2.1) ÆG =UNN 上 的 Liapunov & 
Z MNG 或 者 空 ,或 者 为 y, (i) Vy) = 0, 且 V(xz) = 0 在 G 的 边界 上 位 
FN 的 内 部 成 立 ， (说) V(x) < 0, ze G, z 关 9, 则 y 不 稳定 ， 事实 上 ， 如 
F No C G* 为 真 包含 在 N E y 的 任意 邻 域 ， 则 每 一 个 从 Go = MNG 中 
F y 点 出 发 的 解 一 定 离开 No. 如 果 U ERE, ME U —{y} 中 出 发 的 解 ， 
当 上 一 co 时 均 不 趋 于 y, B y 强 不 稳定 . 


7.13. fl ”考虑 

$ = ry + ty? +... 

y= =y +r? +... 
其 中 点 表示 省 略 了 的 高 次 项 ， 在 线性 近似 情形 ， 原 点 是 稳定 的 ， 但 是 我 们 
将 看 到 非 线性 产生 的 不 稳定 . BV =p —2?, WV = -292(1+22) 十 … 记 
UAV <ORR RIT N 为 原点 的 充分 小 邻 域 ， 则 定理 7.12 的 条 件 满足 ， 
即 原点 不 稳定 .如 果 没 有 高 次 项 ， 则 可 推出 ， 每 一 个 从 V < 0 出 发 的 解 在 
有 限时 间 内 或 当 上 一 ce 时 趋 于 无 穷 . 


8. 向 量 Liapunov 函数 


正如 第 一 章 的 第 八 节 一 样 ， 通 常 的 向 量 Liapunov KARALAR 
西 (参阅 [60]). 因此 ， 我 们 考虑 向 量 Liapunov 函数 更 一 般 的 概念 ， 这 是 由 
Arrow, Block 和 Hurwicz 利用 Liapunov 函数 (他 们 没有 这 样 称 ) 所 提出 的 . 


8.1， 记 号 
w:G* +E R”, 
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W (x) = max; wi(7),, 

I(x) = {j;w;(£) = W (2)}, 

47 = (1,1,...,1), 

w (x) = lim; or inf H{w(r(t,£)) — W(a)u). 


注意 ， 如 果 w 连续 ， 


一 Do， j g J(z), 


w; (x) j € J(z). 


8.2. 定义 wh (21) 在 G 上 的 向 量 函数 ， 如 果 (i) w 在 G* 上 为 
Ct, (ii) w (x) <0 对 所 有 ze G RX. 
id E = {a; 0 (x) £ 0,£ E GNG*}; M 为 EE 中 的 最 大 不 变 集 . 


8.3. 引 理 

(i) [W (y) — W (x)| < maz,|wi(y) — wi(z)|. 

(ii) 如 果 w 在 r° € G* 连续 ， 则 W 也 连续 . 

(iii) 如 果 w 在 G* 上 连续 ， 则 任 给 ze G*, 存在 z 的 邻 域 N(z) 使 得 
y EN(7z) 蕴含 J(y) C J(z). 

(iv) WR w 在 G* 上 连续 ， 则 对 y 充分 接近 z， 

Wy) -W(2) = max (wily) — w;(z)). 
(v) WR w Æ G* LA Ct, 则 


W(x) = Di (2) = w; (x). 
(x) ‘max wi(z) max w (x) 


证 明 : 

(i) 显然 W(y) -W (2) = max;[wi(y) — W(2)) < max;ļw;(y) -ws(z)] < 
max; |wi(y) — wi(x)|. 交换 xz M y (i). 

(i) 此 为 人 的 直接 结果 . 
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(iii) 由 连续 性 易 得 . 
(iv) 对 y 充分 接近 > 有 J(y) C I(x). 这 样 ， 
W(y) — W (z) = maxie sy [wi(y)] -W (7) 


= maxiey(z)[wi(y) — W(x)] 


= maxie s(2)[wi(y) ~ wi(z)] 
(v) 记 Oi (t) = F(wi((¢,2)) 一 wi(z)) 其 中 gi(0) = w(x). 因为 每 个 wi(z) 
为 C1, 所 以 每 个 olt) 在 t=0 连续 .由 (iv) 我 们 有 


W(z) = jim, inf max pi(t). 


则 由 (ii) 可 得 W(x) = maxie sie) tila). 
由 如 上 引 理 中 的 (v), 我 们 知道 ， 如 果 w 为 G 上 的 向 量 Liapunov Ñ 
数 ， 则 W(z) 为 G 上 的 纯 量 Liapunov 函数 ， 从 而 ， 我 们 有 如 下 的 


8.4. 定理 WR (i) w 为 (2.1) ÆG 上 的 向 量 Liapunov BH, (ii) 
a(t r) 准 紧 且 对 所 有 t > 0 属于 G, 则 当 -t -oo tt, FE c 使 rttz) 3 
MNW-i(e). 

与 第 一 章 中 差分 方程 (10.2) 的 讨论 类 似 ， 我 们 将 (2.1 ) 写成 如 下 形式 
(f(x) = A(z)z) 

t = A(r)z (8.1) 


其 中 A(z) X n xn 矩阵 函数 . 


8.5. 记号 B= (by) 为 一 nxn ee. EX Ê = (bis) 其 中 bis = bu, 
bis = [by] (i#7). 

我 们 将 建立 和 说 明 一 个 结果 ， 它 推广 了 经 济 学 家 熟知 的 整体 渐 近 稳定 
的 条 件 并 且 使 其 精确 化 (例如 ， 参 阅 (5). 他 们 的 条 件 是 由 f(x) 的 Jacobian 
和 矩阵 f'(x) 给 出 的 . 我 们 将 给 出 例子 引出 如 下 的 结果 (比较 第 一 章 定理 10.7). 
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8.6. 定理 ”假设 G 为 满足 Gc G* 的 开 集 且 相 对 于 (8.1) 正 不 变 . 又 
假设 存在 向 量 ec > 0 使 得 对 每 个 ze G, z 关 0, A(z)c <0 成 立 HAG 
边界 上 使 得 4(z)c 不 小 于 0 的 集合 . Mo 为 Eo 中 的 最 大 不 变 集 ， 则 (8.1) 
的 每 个 始 于 G 的 解 当 上 一 co 时 趋 于 {0} U Mo. 

(i) 如 果 {0} U Mo = {0}, 则 0 相对 于 G 整体 渐 近 稳定 . 

Gi) 如 果 0 € G, M G 中 出 发 的 每 个 解 趋 于 0 或 Mo. Mit, 如果 G 中 
的 解 不 趋 于 Mo, M 0 相对 于 G 整体 渐 近 稳定 . 

HERA: «= 取 wile) = a} /c?. 取 定 Ye G, x A 0, K w;(x) > wi(z)， 
i 二 1,.…,n. 通过 简单 的 计算 可 得 


iyt s Eilao <0. 


因此 w(x) 为 G G) 上 的 Liapunov BR. 如 果 0e G, 则 M = MoUf0h， 
如 果 0& G, WW M = Mo. 因为 当 |jzll 一 off, W(x) 3 œ, G PHS 
HAR. 从 而 由 定理 8.4, 每 个 从 G 中 出 发 的 解 当 t > 00 时 趋 于 Mo U{0}. 
在 情形 (i) 和 (ii), 原点 相对 于 G 为 整体 吸引 子 . 相对 于 G 的 稳定 性 论证 与 
定理 7.8 类 似 . 

下 面 的 结论 说 明 如 何 利用 向 量 Liapunov 函数 建立 不 稳定 性 . 


8.7. 定理 设 N 和 ai 为 原点 的 邻 域 且 N CN. 如 果 (i) A(z) = Alx) 
对 所 有 ce G = NR? Mw, (ii) FE cH Ale) > OMA rea E 
X, M (8.1) 的 原点 不 稳定 . 如 果 还 有 (iii) G1 = Ni RL ERB, 则 G1 中 
出 发 的 解 当 上 一 oo 时 均 不 趋 于 原点 ， 故 原点 强 不 稳定 . 

WEAR: wile) = zijci BEX W(x) = min, w,(2). 如 果 对 于 ze G, 
wi(Z) < wiz) 关于 i = 1,.…,n 成 立 , 则 由 G) 和 (ü) 可 得 w(x) > (A(x); > 
0. 由 引 理 8.3 之 (iv)( 将 max 换 为 min), 我 们 知道 W > 0 对 所 有 zeEG 成 
立 . 不 稳定 性 由 定理 7.12 ERM V = -W 得 出 . 


8.8， 注 ”将 (8.1) 换 为 如 下 的 方程 ， 定 理 8.6 和 定理 8.7 仍然 成 立 


之 一 也 (z)4(z)z， (8.2) 
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其 中 D(x) HA z eG, z #0 为 正 对 角 和 矩阵 . 


8.9. 练习 ”4 为 nxn 常数 矩阵 .4= 4 表示 4 的 非 对 角 元 素 均 为 
非 负 ， 经济 学 家 将 此 类 矩阵 称 为 M- 矩阵 (关于 这 类 和 矩阵 的 完整 讨论 ， 参 
阅 [28]). 证 明 : 

(a) Re TERA ( 即 t+>0 时 ，e4t>0) 当 且 仅 当 4 = A. 

(b) 假如 有 向 量 c > 0 使 得 Ac < 0, M ARE. (B t> oo 时 ， 
e^t — 0). 

(c) 如 果 Â = A 且 存 在 向 量 c > 0 使 得 Ac > 0, 则 4 不 稳定 ， 如 果 
Ac > 0, WW è = Az 在 及 中 的 每 个 解 当 上 一 oo 时 趋 于 无 穷 大 . 

(d) 如 果 Â = A, 则 如 下 的 结果 等 价 : 

(i) 4 稳定 ， 

(ii) A7! > 0, 

(iii) 存在 c > 0, 使 得 Ac < 0, 

(iv) 对 每 个 ec > 0, 存在 i 使 得 (Ac); < 0, 

(v) 存在 正 对 角 阵 D 使 得 DA+ ATD fA. 
下 一 个 例子 是 第 一 章 例 10.8 的 连续 形式 . 


8.10， 例 考虑 (8.2), 其 中 
_ ay 0 _ “yi 1— zı . 
pe- ( 5 WD w (7 D ) 


tı = al-z + (1 一 2Z1)Z2)， 


即 


za = a2((1 一 22)Z1 — 7272), 
这 种 类 型 的 方程 及 其 高 维 推广 可 以 作为 传染 病 模型 和 捕食 (寄生 ) 模型 . 我 
们 所 得 到 的 结果 不 是 新 的 ， 当 n = 2 时 可 由 各 种 方法 得 到 .然而 ， 这 里 所 
用 的 方法 不 依赖 于 平面 上 的 单一 拓扑 ， 还 可 以 推广 到 高 维 情形 .对 于 我 们 
考虑 的 传染 病 模型 ， ai My 为 正 ， zi 为 第 i 个 群体 被 感染 的 比例 ， 而 


第 二 章 ” 常 微分 方程 。 局 部 动力 系统 47 


(1 - zi) 表示 易 感 群体 的 比例 (不 考虑 免疫 性 ); a 为 常 系数 ， ait 为 康复 
系数 . 现在 ， 定 理 8.6 中 的 G 为 G={z;0<zwi<1,i=1,2} 且 G 和 G 均 
HERE. 注意 到 对 zeG 有 4(z) = 4. 因为 
Ala) ( 1+ 72 _ ( 1 一 ?32 一 (十 力 )zl ) | 
1+ 1~ YY — (1+ 72)22 
定理 8.6 中 的 条 件 当 my。> 1 时 满足 ， 最 坏 情况 (y = 1 时 ), Eo 为 坐 
标 轴 与 G 之 交 ， 这 时 Mo = {0}. 因此 ， 当 nv > 工时 ， 原 点 相对 于 Oa 
体 渐 近 稳 定 ， 事实 上 ， 因 为 (参阅 定理 8.6 之 证 明 )wi (x) = 22/(1+ 2)? 和 
w(x) = 23/(1+%)?, max(z1/(1 +72) 22/1 +77) 总 是 单 减 的 ， 康 复 比 较 
传染 快 很 多 ， 传 染病 趋 于 消亡 . 
如 果 ny <1, WE G 中 的 原点 附近 有 
l+% 
1+% 
从 而 ， 由 定理 8.7, 原点 不 稳定 且 G 中 出 发 的 解 当 t -> oo MIRATE 
A. (事实 上 ， 容 易 证 明 G - {0} 中 出 发 的 每 个 解 的 正极 限 集 属于 G. 后 
面 我 们 将 看 到 这 一 点 )，G 中 的 平衡 点 为 好 = (1 - ?ia)/L+7)，z = 
(1—172)/(1 +72), Kur = 21 - 29, ue = x2 一 29, 则 在 新 坐标 系 中 有 


A(x)( 


) > 0. 


ù = DB(z)u, (8.3) 


_ -p l-z 
B(x) = ( 1-a -p | 
m p=(1+n)/1+y).AwceGH, B(c)=B(z) A 
po (Fr )--( Gree), 
1+ (1 + y2)x2 
(8.3) 满足 定理 8.6 的 条 件 . 容易 看 出 ， Mo X u= -x (z= 0). 因为 G 中 
出 发 的 解 不 趋 于 v = -z0, FHA u = 0 (zx = 2°) 相对 于 G 整体 渐 近 稳定 . 


其 中 
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KRE, G {0} 中 出 发 的 每 个 解 进入 G, 因此 当 t> co 时 趋 于 > = r. 
当 mY < 1 上 一 oo 时 ， 系 统 趋 于 一 个 稳定 的 传染 病 感 染 程度 . 这 时 
max{lzl 一 281/GL+ y2), z2 -22/0 + mm)} 总 是 递减 的 . 这样， 与 离散 模型 
不 同 (第 一 章 例 10.8), 我 们 得 到 了 完整 的 解答 .在 离散 模型 中 , 不 是 对 所 有 
的 mY < 1, 我 们 都 能 得 到 2° 的 整体 渐 近 稳定 性 . 
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第 三 章 
泛 函 微分 方程 。 局 部 半 动 力 系统 
1. 引言 


微分 差分 方程 的 研究 历史 与 常 微分 方程 一 样 长 ， 但 只 是 在 60 年 代 初 期 
前 后 , 研究 常 微分 方程 十 分 成 功 的 几何 方法 才 被 前 者 采纳 . 这 种 几何 观点 被 
Krasovskii 在 [50 中 用 于 发 展 时 滞 方 程 Liapunov 第 二 或 直接 方法 . 这 些 方 
程 在 函数 空间 中 定义 了 流 (局 部 半 动 力 系统 ), 理解 这 一 点 对 于 发 展 与 微分 方 
程 现代 理论 相应 的 微分 差分 方程 理论 有 极 大 的 促进 . 这 使 得 Krasovskii 能 
够 将 Liapunov 经 典 理论 推广 到 泛 函 微分 方程 也 使 Hale 在 1963 年 [36]( 同 
时 参阅 [37],[40]) 将 不 变性 理论 推广 到 了 这 一 类 系统 ， Liapunov 直接 法 的 
推广 包含 了 但 远 不 止 泛 函 微 分 方程 ， 其 程度 超过 了 常 微分 方程 的 发 展 ， 我 
们 的 讨论 将 在 局 部 半 动 力 系统 的 较 大 框架 下 进行 ， 我 们 仅 考 虑 自治 滞后 型 
证 函 微分 方程 ， 这 方面 的 应 用 是 广泛 的 (参阅 本 章 最 后 指出 的 参考 文献 ). 

滞后 型 泛 函 微分 方程 包括 ， 微 分 差分 方程 


a(t) = f(z(t), z(t ~ 1)), (1.1) 


以 及 积分 微分 方程 | 
5 的 = f Fele), s)ds. 


在 如 上 的 例子 中 ,系统 在 时 刻 i 的 状态 依赖 于 过 去 的 一 段 时 间 状 态 (遗传 系 
统 ). 这 类 方程 出 现在 众多 应 用 之 中 . [40] 对 一 般 的 理论 有 很 好 的 介绍 .. 
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2. 自治 滞后 型 泛 函 微分 方程 


2.1. 记号 

g:[-r,a) + R",r, a WIE. 

C = C([-r,0], R”) 为 连续 函数 $ : [-r,0] > R” MARKEN. CH 
Banach 空间 ， 范 数 为 ||g|| = maxte[-no IlOll, C 中 的 收敛 即 [—r, 0] 上 的 
一 致 收敛 . 

函数 zi; [7,0] 9 R” 由 zt(0) = a(t +0) EX, -r<0H0<t<a; 
ay 为 上 时 刻 z(t) 的 过 去 的 一 个 时 间 状 态 . 

7:XCC 一 En, 其 中 并 为 C 中 开 集 而 了 连续 ， 除 特别 声明 ， 拓扑 都 
是 相对 C 的 . 

自治 滞后 型 微分 方程 为 


i(t) = f(z), (2.1) 


2.2. 定义 AX r: [-r,a) 一 R” RHA (2.1) OR, MR a> 0 i x Mt 
所 有 x < [0,a) 满足 (2.1). x(t) 称 为 如 下 初 值 问题 的 解 


z(t) = f(xt), 20 = 4, (2.2) 


如 果 x(t) 为 (2.1) Æ [-7, 2) (a > 0) 上 的 解 且 z(t) = 9(t) 在 ~r<t<0 上 
Moe X RM. 我们 仅 考虑 连续 初 值 情 形 . 

我 们 总 假设 初 值 问题 (2.2) 定义 在 te [-1,w()), w(d) > 0 上 的 解 唯 
—, [-1,w(d)) 为 解 的 最 大 存在 区 间 . 并 且 始 终 假设 了 映 X 中 的 有 界 集 到 
C 中 的 有 界 集 ， 这 只 需要 f EX 上 Lipschitz 连续 即 可 ， 存 在 唯一 性 定理 
和 连续 依赖 性 定理 与 常 微分 方程 是 相同 的 (参阅 [40]), 如 差分 方程 一 样 ， 存 
在 唯一 性 只 是 关于 正 时 间 方 向 的 . 


3. 由 (2.1) 定义 的 流 


Be x(t) 为 (2.2) 的 唯一 解 ， 记 I(8) = [0,w(9)), EX x = {(t,d);t € 
I), p E X} C Rix X. RH wi xy X hrt, p = zi EM; rt, p) X 
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(2.1) 解 定义 的 X 上 的 运动 或 流 ， 注 意 ，7(t,9) 可 以 在 X 的 边界 有 正极 限 

(2.1) 解 的 基本 性 质 (参阅 [40]) 可 以 通过 r 总 结 如 下 : 

Pi. 或 者 1(9) = [0, 00) 或 者 (4) X Z. 

Pz. 7(0,9)= 6. 

P. s,t € Ry =[0,00), s+t € IP BA se I (x(t, e) Earls, x(t, 6)) = 
a(s+t,¢). 

Py. Mo) TEES, r ER, BM, MR Oe X Ate 1(9), W 
(tn, On) 一 (0) AE t E Ien) 对 充分 大 n 成立， 且 当 n > ow 时 ， 
(tn, n) = a(t, Q). 

具有 如 上 性 质 的 映射 + 称 为 局 部 半 动 力 系统 (参阅 [13]). “局 部 ”是 因 
为 解 是 局 部 存在 的 ， 而 “ 半 ” 是 因为 解 只 对 正 上 有 意义 ， Pi 表示 I1(9) 的 
RAKE, Ps 为 半 群 性 质 ， 与 时 间 向 前 解 的 唯一 性 等 价 (练习 3.2), 而 Py 是 
关于 初 值 的 连续 依赖 性 , 


3.1. 练习 ”证明 (a) w(9) = t+ w(a(t, p) 关于 所 有 te Tb 成立 ， 
(b) 如 果 t € ANIH), w(t, p) = r(t, Y), WW IH) = 1) E a(t + 5,4) = 
mt+s,y) 4s>O0Rt+se 79) 时 成 立 . 


4. 不 变性 


41. 定义 RAGA CX 关于 (2.1) 不 变 ， 如 果 对 每 个 $ € H, 
I($) = [0,co) 且 r(t, H) = H 对 所 有 t > 0 成立. 


4.2. 练习 Io) = [0,00). H (—00,00) B) X MRR r(e, d) 
AA nlt, p) 的 延 拓 ， 如 果 (i) x*(0,9) = ¢, (ii) a(s, a*(t,p)) = rr*(t + 8,4) 
对 所 有 s € (0,00) 和 所 有 t < (—00,00) RIE. (t) = a*(t,4)(0) 称 为 
解 x(t) = x(t,$)(0) 的 延 拓 ， 利 用 选择 公理 证 明 。 H 不 变 当 且 仅 当 对 每 个 
$ € H, I(¢) = [0,o0) A x(t,9) FENNA t BETE H PIEM r(t, 9). 
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4.3. HM ”假设 z(t) 为 (2.1) WE co = o 的 解 ， 定 义 yte) = 
x(1(9), o) = {zt;t E IO), RAA $ 出 发 的 正轨 线 . 解 z(t) KARER 
的 , 如 果 y+(9) RE yA) CX (BN y+ () 相对 于 XX HER, 这 等 价 于 yt) 
相对 于 C HERE Uo) CX). 注意 ， 如 果 x(t) MER, MI Io) = [0, ov). 

如 前 ， 容 易 得 到 下 面 的 定理 . 


4.4. 定理 ”如果 z(t) 是 (2.1) 的 一 个 准 紧 的 解 ， 则 其 正极 限 集 (从 包 
REX H, HEZ, K, TPE, EE, mM t oo 时 ， zi 4 NA). 


4.5. 记号 V:X 3 BR, %*F (21) 


V = lim inf (V (r(t, 9) - VOL 


4.6. EX GAX WER. V 称 为 (2.0 在 G 上 的 Liapunov 函数 ， 
WR (i) V EX (RG) LEK, (ii) Vid) < OMA $ EG 成 立 . 

mR V 为 Liapunov BR, WW) E = {¢4;V =0,¢ € G}, T M HE PH 
RATER. 则 与 前 面 几 章 一 样 ， 我 们 可 以 得 到 推广 的 Liapunov 直接 法 以 
及 所 有 对 应 的 稳定 与 不 稳定 性 定理 . 这 里 ， 我 们 写 下 几 个 主要 的 . 


4.7. 定理 ”假设 V (2.1) Æ G 上 的 Liapunov BR, z(t) X (2.1) 
的 解 ， 准 紧 且 对 所 有 的 t > 0, zs 属于 G, WEE c 使 得 ze 一 MNV. 

就 结果 都 是 平行 的 这 一 点 来 说 固然 很 好 ， 但 当 状态 空间 X 非 局 部 紧 
时 ， 推 广 的 不 变性 原理 在 应 用 上 还 有 困难 (例如 ， 参 看 [38] )， 一 个 实际 的 
问题 是 : 给 定 系 统 (2.1), 如 何 判断 其 解 的 准 紧 性 ? 解 的 有 界 性 可 以 直接 从 
微分 方程 (2.1) 利用 Liapunpov 函数 来 确定 , 而 对 于 滞后 型 泛 函 微分 方程 答 
案由 下 面 的 引 理 给 出 (我 们 总 是 假设 f 映 有 界 集 到 有 界 集 ). 


4.8. 引 理 x(t) 为 (2.1) 的 有 界 解 ， 假如 zt 的 正极 限 点 均 不 在 X 的 边 
RE, Wi a(t) HER. 
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WEH: BK Ate TO) Mf WEA, ytl) = {eet € o) 
如 果 t,t +4 EIG) = [0,w(9)), 则 


t+@ 
let +0) -sl = 1 f f(zs)ds|| < KIA, 


a(t) 在 [0,w(¢)) 上 一 致 连续 . 因为 对 任 给 0 < a < wle), c(t) 在 [-r,a) 上 一 
致 连续 ， 所 以 x(t) 在 [-r,w(d)) 上 一 致 连续 .因此 函数 族 y+ (4)  [-r, 0] 
上 等 度 连续 ， 且 7+(g) 在 C PER AA, PO) CX, z(t) HER. 

我 们 现在 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 如 何 应 用 如 上 推广 的 Liapunov 直接 
方法 .此 方法 在 [40] 中 讨论 过 ， 但 我 们 要 给 出 更 多 的 关于 解 的 渐进 稳定 的 
结论 . 


4.9. 例 考虑 微分 差分 方程 
&(t) = az? (t) + bz? (t-r), r>0. 


EB, 当 = 0 时 ， 如 果 a+5 <0, 我 们 有 整体 渐进 稳定 性 ， 如 果 a+b > 0， 
则 除 原点 之 外 的 所 有 解 无 界 . 
取 ， ， 
V9) = -z (0) + f KAL 


由 V(r) = -4a (t) + fi ze(s)ds 可 得 
VO) = (P0) + PPO)G C7) +r). 


从 而 ， 如 果 lol < lal, WV 为 C 上 的 Liapunov BR. 如 果 a< 0, W V E 
Æ. 4 |l 一 ee tT, V+ oo, 且 每 个 解 有 界 从 而 准 紧 . 

WH 1. a<0 且 16 < jal. B® [-r,0] 上 满足 $(0) = (~r) = 0 的 连 
续 函 数 $ 之 集 ， 而 M = {0}, BD [-r,0] 上 的 零 函数 (C PHBA). 故 原点 
整体 渐进 稳定 . 

情形 2. a<0Hb=a RA E HWE 8(0) = -6(-r) 的 函数 组 成 . 
如 果 解 流 仍然 属于 E, N z(t) = 0. 从 而 ， M 对 应 于 常 函 数 $=c, 由 c=0 
和 M = {0}. 原点 仍然 整体 渐进 稳定 . 
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WE 3. a <0 且 b= 一 a. Xit, E Xt 40) = 4(-1r), 而 M 对 应 于 
o = co( 每 一 个 常 函数 为 一 平衡 点 ). MOV (Ce) 之 交 为 有 限 个 常 函数 ， 因 
为 9 连通 ， 每 个 运动 zt 趋 于 一 个 常 函数 . 

情形 4 a >0 且 | 外 <lal( 或 5= a). 集合 G = {6;V (4) < 0} 非 空 且 
正 不 变 ， 而 M 为 原点 . G 中 出 发 的 运动 zt 均 不 趋 于 M(M 位 于 G 之 边 
界 ). 因此 G 中 出 发 的 每 个 解 均 无 界 . 事实 上 ， 可 以 证 明 G 中 的 每 个 解 z(t) 
在 有 限时 间 内 或 上 一 00 时 趋 于 无 穷 . 

一 些 依赖 于 7 的 更 细致 的 结果 需要 更 精巧 的 Liapunov 函数 ,关于 其 它 
例子 可 参阅 ， 例 如 [40]. 

mS, 不 变性 原理 已 经 推广 到 中 立 型 泛 函 微分 方程 ,积分 方程 ， 及 某 些 

偏 微分 方程 和 发 展 方程 ， 这 些 都 超出 了 本 讲义 . (关于 这 方面 的 推广 和 应 

”用 ,参阅 [16}-[18], [22], [24], [25], [38], [41], [44], [59], [76]-[80], [89], [97], [98}, 
{101]-[104], [107]-[109]). 
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第 四 章 
抽象 离散 动力 系统 和 过 程 。 非 自治 差分 方程 
1. 引言 


本 章 有 两 个 目的 . 首先 发 展 非 自 治 差分 方程 的 不 变性 原理 . 这 里 ， 我 们 
将 根据 Miller, Sell, Dafermos 和 Artstein 的 工作 , 并 且 使 用 他 们 的 方法 和 和 术 
if ( 参阅 附录 A 关于 这 些 进 展 的 历史 记 注 ). 读者 也 可 以 直接 进入 附录 A, 
那里 的 讨论 更 丰富 和 详细 ， 然而， 本 章 我 们 将 揭示 差分 方程 和 微分 方程 的 
差异 ， 而 这 里 所 涉及 的 整个 理论 是 相当 基本 的 . 同时 ， 这 里 的 观点 与 附录 
A 中 的 也 略 有 不 同 . 

第 二 个 目的 是 为 了 说 明 ， 本 质 上 其 理论 非常 简单 ， 状 态 空间 的 结构 所 涉 
及 的 概念 只 是 收敛 ， 这 种 结构 甚至 是 非 拓扑 的 . 我 们 的 讨论 仅仅 限于 那些 
为 得 到 非 自 治 系统 (过 程 ) 解 (运动 ) 的 不 变性 所 必须 的 内 容 . 关于 具有 拓扑 
结构 的 状态 空间 的 抽象 连续 动力 系统 ， 参 阅 [13]. 近期 的 进展 ， 如 Sell[97] 
及 Miller 和 Sell[77]-[80] 的 结果 ， 给 拓扑 动力 学 注入 了 新 的 内 容 ， 本 章 和 附 
录 A 表明 有 理由 考虑 “ 非 拓扑 ”的 动力 学 ， 因 为 大 部 分 的 证 明 与 第 一 章 中 
的 相同 ， 这 里 只 给 出 一 个 理论 框架 . 


2. 离散 动力 系统 。 自 治 差分 方程 


2.1. 定义 集合 P 称 为 是 Fréchet( 或 收敛 ) 空间 ， 如 果 P 中 每 个 序列 
pn 或 者 有 属于 PP 的 极限 p 或 者 没有 极限 . 假如 pn 有 极限 ， 记 为 ，n 一 oo 
时 ， pn > p( 或 简 记 为 pn 一 p) 这 种 收敛 有 如 下 性 质 ， 
i) mp Rin>g Re p=q; 
(ii) pn =p,n=1,2,... AY pn > p; 
Gii) 对 每 个 pn 的 子 列 pn, Pn > p HAE pn > p. 
这 些 在 Fréchet 的 学 位 论文 中 作为 (L) 类 空间 研究 过 (参阅 [51], 第 21 
章 ). | 
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连续 性 ， 紧 性 ， 闭 包 等 等 都 是 按 收敛 在 通常 意义 下 定义 的 .这些 都 是 
序列 概念 . 例如 ， 天 CPR, WRK 中 每 个 序列 收敛 且 极 限 属 于 天. 紧 集 
合 总 是 闭 的 ， H 为 准 紧 ， 如 果 它 包含 在 一 个 紧 集中 . 一 个 准 紧 集 为 紧 当 且 
仅 当 它 是 闭 的 . 


2.2. 定义 P Fréchet 空间 .映射 r: J, x P > P 称 为 离散 动力 系 
统 ， 如 果 

Dı: 7(0,p) =p HA pE P ARSE. 

D2: n(n, a(k, p)) = a(n + k, p) 对 所 有 n,k € Jy Al pe P 成立. 

Dz: HERE. 

7 的 连续 性 表示 pe > pE t(n, pr) > nln, p) 对 每 个 me Jy 成 立 
(J+ x P J Fréchet 空间 ). 满足 Dy 和 Do 的 映射 r 称 为 流 (或 称 为 半 流 ). 

离散 动力 系统 对 应 于 一 个 差分 方程 


p=T(p), - (2.1) 


其 中 T(p) = x(1,p). 相反 地 ， 每 个 连续 的 了 : P -PP 对 应 动力 系统 2, 而 
T(n p) =T"p. 极限 点 ， 极 限 集 ， 不 变性 等 都 与 第 一 章 中 的 定义 相似 ，Tnrz 
的 有 界 性 换 为 T"p 的 准 紧 性 ， 即 ， (Jp) ER. 通常 把 这 种 准 紧 性 又 称 
为 Lagrange 意义 下 的 正 稳定 性 . 

现在 我 们 随 第 一 章 的 内 容 展开 ， 但 由 于 状态 空间 P 的 一 般 结 构 ， 这 里 
的 结果 相对 较 弱 . 


2.3. 命题 BRENN ERB. MRT p 准 紧 ， 则 Op) EB, HE 
紧 ， 不 变 . 


2.4. 练习 举 出 一 个 离散 动力 系统 使 得 T"p 准 紧 而 Q(p) SERB (BN, 3E 
紧 ). 


3. 不 变性 原理 
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Liapunov Ñ% V : P > R, V, UR ERM 的 概念 与 以 前 一 样 ， 只 需 
将 Rm 换 为 P. 我 们 用 Qp) C 5 代替 Tp = aln, p) 一 9. 


3.1. 定理 (不 变性 原理 ) 7 为 P 上 的 离散 动力 系统 ，V 为 + 在 G 上 
的 Liapunov 函数 .如 果 (J+, p) RA r(J}, p) C G, 则 对 某 个 c= celp), 
Ap) c MIAN V—-1(e). 

利用 这 个 不 变性 原理 ， 与 以 前 一 样 ， 我 们 得 到 了 研究 稳定 与 不 稳定 的 
直接 方法 . 因为 这 里 没有 假设 P 的 拓扑 , 所 以 需要 一 些 修 正 , 所 有 定义 都 必 
须 用 收敛 与 否 来 描述 .例如 第 一 章 引 理 7.4 告诉 了 我 们 如 何 定义 稳定 性 . 
我 们 将 不 在 这 里 展开 .如 果 没 有 应 用 方面 的 展现 ， 非 常 不 容易 预先 体会 到 
很 多 有 趣 结果 的 重要 意义 ， 不过， 我 们 现在 继续 下 去 ， 看 一 看 为 什么 抽象 
动力 系统 是 有 趣 的 . 


4. 非 自治 差分 方程 。 离 散 过 程 
4.1, 记号 ”考虑 非 自 治 差分 方程 
z' 一 人 (nz)， (4.1) 


HRT: J] x X 3X, X H Fréchet 空间 而 了 连续 . 
Tin): X > X M Tina = T(n, 2) 定义 . 
Tk: J xX OX (THER 定义 为 

Tk(n, £) =T(n + k, x). 

MET no € J Ane Jy, Ta: X > X EXAT, =I RTM = 
Tint) Ta- To: Jy x Ix X > X ELH T(n,n0,2) = Tre. TR = 
Io Tenori 即 n 个 函数 的 复合 . 

Thoth lng = Tm". | (4.2) 


T;(n, no, £) = T(n,no +k,2). (4.3) 
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方程 (4.2) 表 沿 正 时 间 方 向 解 的 唯一 性 . 方程 (4.3) 表明 了 如 下 的 事实 : 如 
果 z 为 (4.1) OB, M e(n +k) Ha’ =T(n+k,x) = Teln, w) 的 解 . 


4.2. 定义 映射 全 : x Ix XOX AX LAKRA, wR: 

Pi. T(O0,no,2) =x 对 每 个 no € J A r eX MAL. 

Po. T(n,notk,T(k,no,2)) =T(n+k,no, 2) MHA n, ke J}, no € J 
Mix e X RZ. 

P3. T ES. 

每 一 个 非 自治 差分 方程 (4.1) 所 定义 的 了 为 一 离散 过 程 . 反之 ， 如 果 

Ê 为 一 过 程 ， 则 对 应 的 差分 方程 为 (4.1), 使 得 T(n,z) = Tn,2). WR 
oln, no, 2°, T) 为 (4.1) 满足 (no, no, 2°, T) = z? 的 解 , 则 o(n-+n0, no, 2°, T) = 
T(n,no, 2°) =T2 2°. 如 果 系统 在 时 刻 no KIRA 2°, 则 在 时 刻 n+ no, 其 
状态 为 TR °. 


5. 非 自 治 差分 方程 所 对 应 的 动力 系统 。 斜 乘积 


W 表 所 有 函数 全 :Jxx OX HRS. WP=XxW. 给 定 p= 
(£,T) € 对 每 个 ne€ J, 及 取 定 的 no € J, 定义 


n(n, p) = (Ta T, Thn) = T(n, no, £), Ta). (5.1) 


容易 看 出 # 为 P 上 的 流 ， 此 即 斜 乘积 流 . 

假如 W 上 定义 了 收敛 性 ， 而 Wo C W 为 Fréchet 空间 (参阅 练习 5.7), 
则 Po = X x Wo A— Fréchet 空间 ， 其 收敛 是 在 通常 意义 下 对 乘积 空间 定 
义 的 .关于 稳定 性 ， 我 们 将 视 r 为 一 离散 动力 系统 ， 并 且 希 望 由 准 紧 运动 
7(n,p)(p = (2,T)) 在 Po 中 极限 集 的 不 变性 得 到 准 紧 运动 Thr 在 X 中 极 
限 集 的 不 变性 . 

W H(T) = 了 x+ 称 为 了 的 ( 正 ) F. KAET T EW 中 的 闭 包 ， 因 
此 ， 我 们 希望 有 五 (7) C Wo Ar% Xx A(T) 上 的 离散 动力 系统 。 Wo 中 
具有 这 种 性 质 的 映射 T 称 为 正则 的 . 这 种 正则 性 慨 念 是 相对 于 W 上 的 收 
SEM. 
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设 O(n) = Ta a 为 = T(n, 2) 的 任意 解 . 假设 存在 序列 mw 使 得 
plni) > y K Tu > S, Wy ET (O(n) 的 极限 集 ) H Se 五 co(T)( 平 移 Th 
的 极限 集 ), HolT) RA T HAER. 方程 w = 5(n,x) HH x’ = 了 (nz) 
的 极限 方程 如果 EM, WW rin, pp = (2°, T)) 的 极限 集 9 正 不 变 ( 命 
题 2.3). q = (y, S) E 0 蕴含 对 所 有 n > 0, x(n,9) € Q, BE She eT 对 所 有 
n=O 成立、 Wo 中 的 函数 了 使 得 Ta HER (BI, Ty, 在 Wo 中 准 紧 ) 称 为 
紧 . 这 样 ，Q 的 正 不 变性 给 出 了 如 下 T 的 诱导 不 变性 (在 附录 4 中 称 为 半 
拟 不 变性 ). 


5.1. 定理 (诱导 不 变性 ) BET EMAAR, RE Ae = T(n,z) Æ 
SUE n > no 上 的 解 p(n) 的 极限 集 ， 如果 y CT, MEE S e Ho(T) 和 极 
限 方程 > = S(n,z) 满足 (no) = y 的 解 V(r) HIRA n > no, y(n) Er. 


5.2. 定义 给 定 TEW 和 ze 久 以 及 no EJ, The RAJE 
Tot 的 扩张 ， 如 果 The =o 并 且 TH Tao = TA a. 这 当然 是 一 个 
扩张 ， 因 为 The = The 对 ne Jy 成 立 . 如 果 on) = TL) 为 (4.1) 
定义 在 n > no 的 任意 解 ， 则 (n) = TA "oz 为 (4.1) 在 J 了 上 的 扩张 解 . 
$*(n) = O(n) 对 所 有 n> no 成 立 . 
另外 ， 如 果 假 设 O(n) 准 紧 ， 由 于 极限 集 0 不 变 (命题 2.3) ， 我 们 有 如 
下 两 个 结果 . 


5.3. 定理 ( 强 诱导 不 变性 ) 如果 除 定理 5.1 的 假设 外 ，z' = T(n, x) 的 
解 O(n) ÆR, 则 对 给 定 的 ye 了 T, 存在 Se Ho (T) 以 及 极限 方程 x' = S(n,z) 
满足 V%(no) = y 的 扩张 解 ， 且 对 所 有 me J, y(n) ET. 


5.4， 注 因为 Hw(T) 在 平移 下 不 变 ， 可 特别 取 no = 0. 


5.5. 定理 ( 另 一 个 诱导 不 变性 ) 假设 定理 5.3 条 件 成 立 ， 则 对 给 定 的 
S € Hoo(T) FE y EL fl z = S(n,2) 满足 多 (no) = y 的 扩张 解 %(n) 且 对 
所 有 ne J, b(n) ET. 
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5.6. Æ 定理 5.5 的 一 个 重要 特例 是 当 ? 一 off, O(n) >y, My 为 
极限 方程 Y = 5S(n,z) 的 平衡 点 ， 即 S(n,y) =y 对 n> no 成 立 . 


5.7. 练习 W 中 的 收敛 定 义 为 SE 一 S, MRR n EJ, st > r BS 
S*(n,c*) > S(n,2). 证 明 ，W 中 最 大 的 Wo 是 连续 函数 集 并 且 每 个 Wo 中 
的 T 都 是 正则 的 . 


5.8. 练习 用 周期 差分 方程 w = T(n,2)(T(n +k, x) =T(nz) 对 所 有 
neJ 成立, BT, =T) 解释 如 上 的 结果 . 


6. 有 限 维 非 自治 差分 方程 


考虑 差分 方程 
x' 一 人 (no)， (6.1) 


其 中 
了 :J x R” 一 R". 


R, X= Rm m W 为 所 有 上 映 I x Rm 到 Rm 的 函数 . 现在 我 们 在 W 上 
引入 一 种 收敛 使 得 一 大 类 函数 工具 有 紧 性 和 正则 性 . 

假设 : 

Hi. HE re R”, Tin, e) Æ Ji LAR (点 点 有 界 ). 

Hy. T(n, x) EX WRK ES RES (n > 0). 

考虑 如 下 W 上 的 三 类 收敛， (W 为 所 有 函数 工 : J x Rm 一 R” 的 集 


Ci S + S, MEXA (n, £) € J} x R”, S*(n, x) > S(n, x). 
Ca: S* + S, 如 果 对 每 个 me Jy, zë > r BE Sin, zt) > S(n, 2). 
C3: SF + S, 如果 在 Jy x Rm 上 的 紧 集 一 致 收敛 . 


6.1. 练习 证 明 : MRT WE H 和 H, WHF Tu > S (T 平移 序 
列 的 收敛 性 ), = AUR C1, Co 和 Cs 是 等 价 的 . 
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6.2. 3| B T WE H 和 球 , 则 全 是 正则 和 紧 的 (相对 于 Cu C2 
和 Cs 的 收敛 性 ). 


7. Liapunov 函数 


MV: Jx R” > R, AMF 6.1, 我 们 定义 
V(n,2) = V(n +1,T(n,2)) — V(n, 2) 
这 样 ， 如 果 a(n) 是 (6.1) 的 解 ， 则 


Vn,z(n) =V(n +1,2(n + 1)) — V (n, 2(n)). 


7.1. 定义 Vi Ix R™ > REA (5.1) 在 G 上 的 Liapunov wR, 
如 果 (i) V 连续 ， (ii) My CR”, 存在 y 的 邻 域 N 和 a > -oo 使 得 对 
z e N 和 充分 大 的 n, V(n,2) > a, (iii) 存在 连续 函数 W : R” 一 R 使 得 对 
所 有 ze G 和 充分 大 的 n,V(n,z) < -W (z) <0. 

集合 E ELH 

E = {z;W (z) = 0,2 € G}. 


7.2. 定理 i V A (6.1) Æ G 上 的 Liapunov BR. mF (6.1) HH 
oln) 有 界 且 对 n > no AEGA, MA noft, gin) > E. 


7.3. 注 假设 7 ES. 如 果 V(n,x) = V(z), 定理 7.2 的 结论 为 : 存在 
c, bn > ENV- (c). 


7.4. Pl ZE x” 二 a(n)z = 0. 等 价 的 系统 为 z' = y,y' = -aln)z. 取 
V(a,y) = 2? +y?, W V(a,y) = -(1—a?(n))2?. 从 而 ， 如 果 对 所 有 n > no, 
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|a2(n)| <a <1, W n> co BY, BEAM (en) y(n)) BF (0,0). 下 面 一 个 
定理 使 我 们 能 够 得 到 原点 是 整体 渐进 稳定 的 . 

相对 于 Liapunov 函数 V, 我 们 定义 M 为 五 中 的 最 大 集合 具有 定理 5.3 
的 强 诱导 不 变性 ， 即 ， ce M, WR x € E AMES S € HOT), 存在 
z = S(n,c) 的 延 拓 解 始 于 s 而 对 所 有 ne J 仍然 在 中， 则 我 们 由 定理 
5.3 得 到 如 下 的 定理 . 


7.5. 定理 设 V 为 (6.1) 在 G 上 的 Liapunov 函数 ,又 假设 了 满足 Hi 
Al H. 如 果 oln) 为 (6.1) 的 有 界 解 旦 对 n > no 属于 G, M4 n 一 co 时 ， 
bp) 9 M. 如 果 V(n,z) = V(x), 则 有 ,使 得 gm) 一 MAV (e). 


7.6. 例 回 到 例 7.4, ME 5.6 可 知 , WRH n> oo 时 ，(zx(n),y(n)) > 
(0,6), 则 (0, ) 必须 是 每 个 极限 方程 的 平衡 点 (收敛 是 C1, C2 或 C3). 但 在 
我 们 的 假设 下 ,平衡 点 必 为 原点 (M = {0}), 故 原点 整体 渐进 稳定 . 


7.7. 练习 B Aln) WJ, 上 的 有 界 mxm 阶 实 和 矩阵 函数 ， 考 虑 
差分 方程 v = Anje. 假设 存在 正定 矩阵 Q 和 半 正 定 矩 阵 B 使 得 (a) 
Q- A (n)QAln) — B 对 每 个 n > 0 FEE, (b) 如 果 对 每 个 n > 0, 当 
ni oof, A(n+ni) > Aoo(n), WW Bz =0 Al BAne = 0 RE x = 0. iE 
明 ， 原 点 必 为 整体 渐进 稳定 . 
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附录 A 


非 自 治 常 微分 方程 的 极限 方程 和 稳定 性 
ThE # 


1. 关键 的 思路 
我 们 考虑 由 非 自治 ， 即 时 间 相 关 的 常 微分 方程 给 所 决定 的 系统 . 
t= f(s,2). (*) 


关系 (+) 措 述 了 解 z(s) 所 满足 的 运动 规律 .我们 将 研究 (*) 的 解 的 渐 近 性 
态 和 随时 间 变 化 运动 规律 的 变化 两 者 之 间 的 某 些 关系 . 

本 研究 的 基本 出 发 点 可 以 如 下 概括 . 

思路 : 在 研究 i= f(s,z) 解 的 浙 近 性 态 时 ， 利 用 时 间 相关 函数 
f(x, 8) 的 渐 近 性 态 . 

虽然 想法 非常 自然 和 简单 ， 但 只 是 近期 这 种 技巧 才 得 到 开发 并 且 用 于 
非 线性 方程 解 的 稳定 性 和 渐 近 性 态 的 研究 ， 本 文 就 是 说 明和 解释 上 面 提 到 
的 思路 所 涉及 的 方法 ， 即 ， 利 用 方程 (*) 的 极限 方程 (马上 给 出 定义 ). 历史 
性 注 记 和 相关 的 内 容 将 在 其 他 章节 给 出 (参阅 第 16 节 ). 

这 种 思路 被 广泛 利用 的 一 种 特殊 情形 即 如 下 的 渐 近 自治 系统 


t = 9(x) + h(x, s) (1.1) 


其 中 扰动 当 s> co 时 趋 于 0( 在 某 种 意义 下 ). 这 里 ， 至 少 直 观 上 ， 依 赖 时 间 
的 方程 (1.1) 的 极限 性 态 可 以 由 与 时 间 无 关 的 方程 2 = g(z) 来 刻 划 ， 我 们 
称 后 一 方程 为 (1.1) 的 极限 方程 ， 或 直接 称 为 极限 方程 . 因为 此 时 极限 方程 
存在 唯一 ， 一 般 情形 ， 极 限 方程 可 能 不 止 一 个 . . 

我 们 想 要 稍微 闹 明 一 下 “方程 = f(z,s) 的 渐 近 性 " 这 个 不 太 明确 的 术 
语 . 渐 近 自治 情形 (1.1) 是 清楚 的 . 当 to 大 时 , 初 值 问题 (1.1) 满足 z(t0) = zo 
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与 初 值 问题 = g(x) 和 z(to) = zo 接近 . 一 般 地 ,我 们 想 要 得 到 当 te > 00 
时 之 = f(a,s), a(t.) = zo 的 性 态 ， 对 于 一 些 序列 通过 方程 è = gle, s) 来 得 
到 极限 性 态 是 可 能 的 . 这 样 , 我 们 遇 到 了 没有 出 现在 渐 近 自治 系统 中 的 一 个 
问题 , 如 果 我 们 想 要 比较 è= f(z,s), z(tk) = zo 与 2 = g(x, s), z(t+k) = zo 
的 性 态 就 可 能 与 当初 的 思路 相悖 ， 因 为 g(z,s) 的 性 态 本 身 随 时 间 变化 ， 因 
此 ， 必 须发 展 一 种 方法 ， 将 不 同 初 始 时 刻 的 初 值 问题 与 一 个 固定 性 态 比 较 
这 需要 用 到 方程 的 平移 这 个 概念 . 


定义 4 函数 f(z,s) 关于 上 上 的 平移 是 由 f(z, s) = jz,t+s) 所 定义 
的 函数 f". 

注意 ,方程 = 广 (z,s) 表示 相对 于 之 = f(z,s) 的 一 个 时 间 变换 ， 即 
s => s-t. &= f(x,s), z(t) = zo 的 解 在 这 个 时 间 变 换 下 与 £= f(z, s), 
7(0) = zo 的 解 恒 同 ， 这 样 就 使 得 我 们 可 以 比较 不 同 区 域 和 不 同 初 妨 时 刻 的 
解 和 方程 .从 而 讨论 f(x, s) 对 大 s 的 极限 性 态 . 


EM B FHF =g(2,s) He = Sle s) 的 极限 方程 ， 如果 存在 序列 
tk > oo 使 得 平移 ft 当 t > co 时 收敛 于 g. 

以 上 的 定义 必须 在 明确 了 收敛 的 意义 后 才 是 完整 的 .一 般 地 ， 为 了 达 
到 不 同 的 目的 ， 我 们 可 以 采用 不 同 的 收敛 定义 ， 显 然 ， 之 = g(z, sj 是 否 是 
极限 方程 取决 于 所 采用 的 收敛 类 型 . 

下 面 的 定义 和 表示 都 是 自然 的 ， 但 必须 注意 的 是 其 结果 依赖 于 决定 极 
限 方程 的 收敛 方式 . 


ELC 方程 = f(z,s) JEER, WEH te + oo 时 ， 存 在 子 列 pi 
使 得 fr: 收敛 . 

WS. ”所 用 = f(z,s) 的 极限 方程 记 为 LHA). 

上 面 的 讨论 和 定义 都 是 关于 方程 和 解 当 s> +oo 时 的 性 质 ， 很 容易 将 
以 上 的 定义 推广 到 s> -co 情形 ， 如 果 我 们 使 用 负 准 紧 这 个 术语 和 记号 
L~(f), 读者 应 该 不 会 感到 惊奇. 
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自然 ,几乎 是 自动 地 ， 当 提 及 极限 方程 时 ， 应 该 明确 指 常 微 分 方程 ， 虽 
然 要 到 第 十 一 节 后 才 开 始 严格 地 论 及 ， 我 们 现在 还 是 先 给 出 下 面 的 思路 . 

思路 “之 = f(z,s) 及 其 解 的 渐 近 性 态 也 许 不 能 用 常 微分 方程 描述 ， 
但 我 们 可 以 尝试 用 其 它 ( 非 “ 常 ") 方程 作为 极限 方程 


2. 不 变性 ， 极 限 方程 及 连续 依赖 性 


我 们 仍然 直观 地 讨论 ， 我 们 将 关注 极限 方程 的 一 个 特别 的 应 用 ， 即 不 
变性 ， 这 就 是 引入 极限 方程 的 目的 . 
设 > = z(s) 为 如 下 常 微分 方程 的 解 


t= f(z,s). (x) 


© 的 极限 集 表 为 Q(z), 由 所 有 构成 , 这些 y 满足 ， 存在 序列 te > 00 使 得 
rlt) oy. 当 (*) 为 自治 ， 即 有 形式 


t = f(z). (2.1) 


时 ， Q(z) 相对 于 (2.1) 具有 不 变性 质 . 如 果 (2.1) 初 值 问题 的 解 唯一 ， 则 不 
变性 为 ， 对 任 给 ye Q(z), (2.1) 过 y 的 解 总 在 Q(z) 中 ， 其 证 明 本 质 上 根据 
(2.1) 的 连续 依赖 性 .给 定 y E Q(z), 取 序列 elt) > y( 参 阅 图 1(a)). 连续 
依赖 性 ， 粗 略 地 讲 就 是 : 通过 elte) 的 解 的 极限 为 通过 极限 点 y = lim a(th) 
的 解 ， 由 定义 我 们 知道 ， 解 的 极限 属于 Q(z). 因此 , 过 y 的 解 在 Q(z) 中 . 

要 得 到 关于 时 间 相 关 方程 (*) 对 应 的 不 变性 结果 ， 我 们 将 遇 到 几 个 问 
题 ， 最 要 紧 的 是 确认 一 个 方程 , 使 得 O(c) 相对 于 该 方程 不 变 ， 当 然 不 能 希 
E (+) 的 过 ye Q(z) 的 解 仍然 属于 Q(z). 我 们 现在 要 解释 极限 方程 在 下 图 
上 的 意义 . 
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time 
t, for f ta for f 
Oforftt 0forft 


(b) 
图 1 


给 定 ye Q(z). 我 们 取 一 序列 elte) > y, (再 参阅 图 1(a)). 但 此 时 ， 我 
们 必须 考虑 f(z,s) 随时 间 的 变化 . 因此 ， 我们 考虑 图 1(b) 中 解 的 时 空 坐标 
系 ， 其 中 对 每 个 点 te, 有 一 变换 fe. 假设 f*( 或 其 子 列 ) KAA g, 又 假设 
其 收 伍 使 得 连续 依赖 性 结果 成 立 ， 守 = f” (2,8) 过 (altr), 0) 的 解 的 极限 为 
过 极限 (y,0), 方程 2 = g(z,s) BORE. DIRE i = f(z,s) 过 (elts), 0) 的 
解 称 为 原来 解 z 的 一 个 平移 ， 结 论 是 i= g(z,s) 满足 z(0) = y 的 解 属于 
Q(z). 总 之 ， 极 限 方程 总 使 得 Ue) 具有 某 种 不 变性 质 . 

如 上 的 分 析 表 明了 为 得 到 不 变性 我 们 需要 合适 的 收 伍 类 型 ， 我 们 需要 
的 收敛 性 要 保证 解 对 初 值 以 及 方程 右 端的 连续 依赖 性 . 


3. 假设 
现在 进入 本 章 的 正式 部 分 ， 我 们 将 给 出 关于 微分 方程 . 
è= f(z, 8), (*) 


的 假设 和 限制 . 

状态 空间 为 n 维 欧 氏 空间 R". z € R 的 范 数 表 为 |z|. 假设 f KF > 
连续 ， 关 于 s 可 测 ， 局 部 满足 Caratheory 条 件 (参阅 [15],p.28) JF A— BIE 
足 : 
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假设 (A) 对 每 个 紧 集 K CR, 存在 单调 不 减 函 数 m : [0,oo) > 
[o, co) 在 0 点 连续 且 ux(0) = 0, 并 使 得 只 要 u: [a,b] > K 连续 ， 则 积 
分 f° Fals), s)ds 存在 ， 且 估计 


b 
| f f(uls),3)ds| < mlb- a) 


成 立 . 

这 些 假 设 非常 弱 . 假设 (A) 允许 S 关于 时 间 无 界 ， 虽 然 其 平均 是 有 界 
的 . 关于 进一步 的 讨论 和 注释 ， 参 阅 [5]. 

下 面 的 一 些 结果 可 以 在 减弱 的 条 件 下 得 到 ， 但 我 们 不 准备 详细 讨论 . 


A. 收敛 性 


我 们 将 要 给 出 定义 在 Rx R 上 的 函数 空间 9 上 的 收敛 结构 的 定义 . 即 
是 ,我们 在 空间 中 指定 某 些 序列 g WEI) 使 得 极限 go = lim gx FE. 

为 确定 空间 G, 我 们 利用 假设 (A) 中 的 模 m 9 为 所 有 关于 r 连续 ， 
关于 s 可 测 的 函数 是 满足 


b 
| f oals), sasl < mlb =a), (4.1) 


RÆ u: [a,b] > k BS, kc Rn 紧 . 
显然 ， 所 有 f 的 平移 变换 ft (ft(z,s) = f(c,t+s)) 属于 9. 


定义 4.2 [BRA un 为 [w, 蛋 上 的 连续 函数 序列 并 且 一 致 收 剑 到 wo 时 ， 
9 中 的 序列 ge 收敛 到 go, 则 


b b 
| tehoa = f go(uo(s), s)ds (4.3) 


注 条 件 (4.1) 表示 相对 于 紧 集 ， (4.3) 的 收敛 在 9 中 是 一 致 的 . 
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当 gy 为 了 的 平移 fe wt, eae (4.3) 可 以 写成 
b b 
f Flurl), te + s)ds > f goluo(s), sds 


另外 一 个 下 面 要 用 到 的 性 质 是 ， 如 果 SA 收敛 于 g, 则 FT 收敛 于 平 
移 g". 相对 于 极限 方程 ， 这 意味 着 在 平移 变换 下 ， L+(f) 是 闭 的 . 

我 们 要 讨论 空间 9 在 定义 4.2 收敛 意义 下 的 结构 ， 虽 然 这 种 结构 在 以 
下 大 多 数 分 析 中 并 不 涉及 . 容易 验证 ,收敛 满足 [17,p.188j 的 (i) 到 (iii). 这 
样 ， 具 有 这 种 收敛 的 空间 9 被 称 为 C* 空间 是 合适 的 (有 时 称 为 收敛 空间 ). 
下 面 是 一 些 相 关 问 题 : 

1. 这 种 收敛 是 由 一 种 拓扑 还 是 一 种 度量 生成 ? 

2. 能 给 这 种 收敛 更 合适 的 表示 吗 ? 

3. 这 种 收敛 与 已 经 出 现在 文献 中 的 其 他 结构 有 什么 关系 ? 

4. 收敛 的 条 件 能 否 减 弱 ? 

要 详细 探究 这 些 问题 的 答案 将 远离 我 们 的 主题 ， 所 以 我 们 推迟 到 第 15 
节 讨 论 . 
5. 一 些 例子 和 注解 

51 方程 
t = g(x) + A(z, s) 

关于 定义 4.2 的 收敛 为 一 渐 近 自 治 系统 ， 如 果 [a,b] 上 的 连续 函数 序列 ur 
当 tk 一 co 时 一 致 收敛 到 uo, 则 


b 
f h(ug(s), tk + s)ds > 0. (5.1) 


这 种 收敛 比 Strauss 和 Yorke[40] 或 Markus[26]( 同 时 参阅 [5]) 的 定义 要 
弱 . 

5.2 如 果 h(x,s) WE (5.1), 则 方程 2 = jz,s) 以 及 扰动 方程 i= 
jz:s)+ h(x, s) 具有 同样 的 极限 方程 . 
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5.3 之 = sin(s) 二 的 极限 方程 是 所 以 形 如 守 = a 的 方程 ,其 中 a 为 满 
足 -1 < a<1 的 常数 . 
54 方程 


è = sin(s)” 
仅 有 极限 方程 之 = 0. E-k, ER 中 ， 方 程 


t = (er sine?” e" sine27) 


以 之 = 0 为 极限 方程 , 虽然 其 右 端的 模 当 7 00 时 , 趋 于 无 穷 (查阅 Strauss 
和 Yorke[40]). 

5.5 ”周期 方程 = p(z,s) (pæ, s +T) = p(z,s)) 的 极限 方程 为 函数 空 
HP-A, p, O<t<T. 

5.6 如 果 当 了 一 co it, r(r)— 1 Ei, Ml 


è = sinr(r)r 


HRT A AA ¢ = sin(a +7), 0 <r < 2r, 即 为 周期 方程 的 一 个 平 
移 . 然而 ,方程 本 身 并 不 是 当 某 一 项 趋 于 0 时 ， 某 个 周期 方程 的 扰动 . 

5.7 设 f(z,s) Æ RxR EWE: 如 果 存 在 正 整 数 k,s 一 zx = 2*, 则 
f(x, 8) = 1; WÈ |s — a — 2*| < 2-*, MO < f(x,s) < 1; 否则 f(z,s)=0. 则 
è= f(x,s) 非 正 准 紧 ， 但 是 存在 极限 方程 之 = 0. 

5.8 ”如 果 一 个 方程 有 唯一 的 极限 方程 ， 则 极限 方程 必 为 自治 ， 因 为 它 
与 它 的 所 有 平移 相等 (这 些 平移 也 为 极限 方程 ). 

5.9 ”如 果 一 个 方程 正 准 紧 且 有 唯一 极限 方程 ， 则 其 必 有 如 下 形式 


t = g(x) + h(a, s) 


KH, Ato, ko, Bl, 渐 近 自治 . 这 是 容易 验证 的 ， 如 果 没 有 
准 紧 性 ， 结 论 不 成 立 ， 如 例 5.7. 


6. 连续 依赖 性 
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本 节 的 目的 是 要 证 明 2 = (2,8), z(0) = zo 的 解 连续 依赖 于 zo e R” 
Fi g 9, 后 者 相对 于 定义 4.2 的 收 合 性 . 我 们 没有 假设 解 的 唯一 性 ， 所 以 
我 们 将 采用 Kamake 给 出 的 一 个 连续 依赖 性 的 公式 (参阅 [39,p.46] 或 [16， 
定理 3.2. p.14]). 


定理 6.1 By, 一 yo Æ R 中 成 立 而 gk >g 在 9 中 成 立 对 每 个 
= 1,2,..., 假设 zk = zx(s) X & = gr(z,s),2(0) = ys 的 最 大 定义 的 解 ， 则 
存在 子 列 zm 收敛 于 二 二 go(x,s),2(0) = yo 的 最 大 定义 的 解 zo, 收敛 在 zo 
存在 的 紧 子 区 间 上 是 一 致 的 . 

这 个 结果 的 一 个 不 同 的 成 述 在 [15, 定理 5.3] 得 到 了 证 明 . [3, 定理 3.1] 
中 的 证 明 方法 作 一 些小 的 改动 即 可 用 于 现在 的 情形 . 

AIH è= g(z,s),z(0) = y 的 最 大 定义 的 解 s(y,g) 的 集合 ， 可 以 给 出 连 
续 依 赖 性 更 优美 的 表述 .在 紧 区 间 上 一 致 收敛 这 种 度量 结构 可 以 引入 到 解 
RE (虽然 解 的 存在 区 间 可 以 不 同 )( 参 阅 [5, 第 四 节 ]). 这 样 ， 定 理 6.1 表示 
s(y,9) 关于 (y,g) 是 紧 值 的 和 .上 半 连 续 的 (参阅 [21). 


7. 不 变性 质 和 不 变性 原理 


我 们 将 推导 和 严格 证 明 第 二 节 中 所 描述 的 结果 . 然后 给 出 一 般 的 不 变 
性 原理 .再 次 考虑 方程 
è = f(z,s). (*) 


为 方便 , 我 们 复习 几 个 定义 。，f 的 平移 ft 定义 为 Fi(z,s) = f(x,t+s). 
(*) 的 极限 方程 为 之 = gle, s) 使 得 对 某 些 序列 te 一 00, We ft 一 9 成 
立 ， 这 里 的 收敛 性 由 定义 4.2 所 定义 . 方程 (*) 为 正 准 紧 ， 如 果 th -> oo A 
涵 f* 的 一 个 子 列 收敛 (*) 的 极限 方程 类 表 为 L (S). 函数 > = z(s) 的 
w- 极限 集 为 序列 te 一 co 时 ， 极 限 imz(tk) 的 集合 ， 表 为 Q(z). 


定理 7.! 设 z = z(s) 为 (*) EXE to <s < oo 上 的 解 ， 如 果 存 在 
序列 te 一 00, 使 得 在 R* Bly c(t.) > yo, 而 9 中 函数 fe +g, 则 
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& = g(z,s),2(0) = yo 的 最 大 定义 的 解 y = y(s) FEE y(s) € Oc) 关于 每 
个 属于 y(s) 定义 域 的 s 成 立 . 

证 明 ， te = zels) 由 zals) = (te +s) EM. Wa Hs = 
f'*(x,s),x(0) = (ty) 的 解 . 由 定理 61, 子 列 zm 存在 并 且 收 剑 于 t = 
g(z,s),z(0) = yo WH y Rr ATF y 的 存在 域 , 则 当 k > co 时 ， 
x(t, +7) = Zk(T) > y(7). 此 即 y(7) € Q(z). TER. 

关于 w- 极限 集 的 不 变性 可 由 定理 7.1 推出 ， 我 们 给 出 几 个 . 


定理 7.2( 局 部 半 拟 不 变性 ) ” 设 z 为 (*) 的 解 . 如 果 (*) EER, 则 对 每 
个 yo € Q(z), 存在 (+) 的 极限 方程 = g(z,s) BEE t = g(z,s),z(0) = yo 
的 一 个 解 y = y(s) 整个 属于 Q(z). 

证 明 ，。 BED (te) > yo, 则 ft 的 收敛 子 列 存在 ， 且 以 g 为 极限 . 
再 利用 定理 7.1 即 得 . 

解释 与 改进 ， ”定理 7.2 中 的 “局 部 ”表明 通过 yo 的 解 可 能 不 是 对 所 
有 s 都 有 定义 ， 一 个 非常 经 典 的 例子 由 图 2 表示 ， 其 中 方程 在 直线 y = 1 
EW e=1te?,g=0. 这 里 ，w- 极限 集 是 无 界 的 ， 如 果 N) W, My 对 
所 有 的 se R 有 定义 ， 因 为 具有 有 界 最 大 存在 区 间 的 解 必然 无 界 ， 在 这 种 
情形 (Q(z) 有 界 ),“ 局 部 ”一 词 可 以 去 掉 . 


定理 7.2 中 的 “ 半 ” 和 “ 拟 ” 使 我 们 想起 两 个 表述 中 的 存在 性 量词 . 
确实 ， 并 非 对 每 个 极限 方程 都 适合 ， 如 果 一 个 极限 方程 还 有 另 一 个 解 通过 
(yo,0), 则 它 必 不 属于 O(c). 在 极限 方程 的 初 值 问 题解 唯一 情形 ，“ 拟 ” 字 
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可 以 去 掉 . 如 果 存 在 唯一 极限 方程 (同时 具有 正 准 性 ， 意 味 着 方程 是 渐 近 自 
治 的 ), 我 们 可 以 不 用 “ 半 ” 这 个 字 . (WE (2)) 


定理 7.3( 另 一 个 半 拟 不 变性 ) 设 r = xz(s) 为 (*) 的 解 ， 假 设 Q(z) 非 
ZHR. WMX (*) 的 每 个 极限 方程 i = g(z,s), 存在 向 量 yo € Q(z) 使 得 
t = g(x,s),2(0) = yo 的 一 个 解 y = y(s) 存在, 且 对 所 有 s €R, y(s) € A(z). 

证 明 与 前 一 个 定理 的 证 明 相似 ， 只 需要 变换 一 下 构造 的 序列 的 顺序 . 
首先 ， 取 f* > g. Oc) 的 紧 性 蕴涵 了 {z(s) : s >to} 的 紧 性 ， 因 此 ， 存 在 
子 列 z(tm) > yo € Q(x). 现在 ， 将 定理 7.1 用 于 序列 tm. O(c) 的 紧 性 蕴涵 
T y 在 整个 R 上 有 定义 . 


推论 7.4 如果 当 s 一 oo Rf, z(s) Al yo, 则 yo 为 任意 极限 方程 
的 平衡 点 . 

将 w 极限 集 的 不 变性 和 包括 Liapunov 直接 方法 的 一 些 技巧 相 结合 形 
成 了 处 理 非 线性 系统 稳定 性 和 渐 近 稳定 性 的 强 有 力 的 工具 . 这 个 强大 的 工 
具 就 是 LaSalle 不 变性 原理 .其 基本 的 想法 是 利用 直接 方法 确定 集合 EK 
稳定 和 吸引 区 域 ， 然 后 将 不 变性 原理 应 用 于 E 的 子 集 使 得 结论 更 为 精确 . 
在 很 多 例子 中 , 不 变性 原理 比较 Liapunov 理论 所 得 到 的 结果 要 精细 得 多 . 
(参考 文献 有 (9],[20-24],[33], [34] [35],[41]. 同时 参阅 第 十 六 节 的 注 ). 

我 们 将 马上 展开 本 文 的 第 二 部 分 .下 一 节 将 讨论 问题 的 第 一 半 ， 即 如 
何 确定 E 的 问题 . 


定义 7.5 集合 QC R" 关于 一 类 方程 C = 位 = g(x, s)} 为 局 部 半 拟 不 
变 , 如 果 对 每 个 ye Q, 存在 属于 9 WWE i = g(z,s) 以 及 之 = gle, s) 的 一 
个 通过 (yo, 0) 的 最 大 定义 的 解 y(s) 使 得 对 每 个 y(s) 定义 域 中 的 s$, y(s) € Q. 
定理 7.2 后 面 的 解释 与 改进 也 适合 于 以 上 结果 . 


定理 7.6 设 > = z(s) 为 (*) WAREM s> oo 时 ，z(s) 趋 于 集合 
ECR”. WR (x) EXER, W z(s) 收敛 到 E 中 的 最 大 集合 M, M 相对 于 
L*(f) 为 局 部 - 半 拟 不 变 . 
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以 上 定理 的 证 明 可 直接 由 定义 7.5 和 定理 7.2 得 到 . 
例 7.7 W (2,4) € R” x R” F, 考虑 方程 
è = filz, y, 8), ý = fo(x,y,s) + fa(æ, y). 


ita ZONT, fa(z,y) A0. 再 假设 方程 为 正 准 紧 . 如 果 有 界 解 (2(s),y(s)) 
满足 y(s) 一 0, 则 zx(s) => 0. 事实 上 ， w- 极限 集中 y 坐标 为 0, 则 可 记 
E={(2,y):y=0}. 因为 对 任意 E LARRY ý = fley), E PRA 
RARER. (这 个 解释 性 的 例子 为 Levin 在 [25] 中 的 特例 . ) 

与 定理 7.6 类 似 的 结果 也 可 以 借助 于 定理 7.3 中 的 不 变性 质 给 出 . 现在 
说 明 这 一 点 . 


例 7.8 方程 与 例 7.7 中 的 一 样 , 但 去 掉 方程 为 正 准 紧 的 假设 . 我 们 假 
设 至 少 存在 一 个 极限 方程 . 结论 为 : ”满足 y(s) 一 0 的 有 界 解 (z(s),y(s)) 
使 得 原点 属于 其 w- 极限 集 ， 如 果 还 有 原点 一 致 稳定 假设 ， 则 z(s) 一 0. 证 
明 可 由 定理 7.6 直接 得 到 . 

我 们 将 通过 讨论 Infante 和 著者 的 工作 [7] 来 结束 本 节 . 关于 某 些 阻尼 
系数 的 增长 阶 这 类 定量 结果 已 经 通过 与 本 节 类 似 的 定性 分 析 而 得 到 ， 其 结 
论 是 推论 7.4 的 一 个 应 用 . [7] 的 第 四 节 解 释 了 与 不 变性 原理 的 关系 . 


8. 如 何 确定 E 
现在 讨论 不 变性 原理 的 前 半 部 分 ， 即 如 何 利 用 Liapunov 函数 找到 方程 
t= f(z, 8), (*) 


的 解 收敛 到 的 集合 E. 
函数 Y(z,s) 为 (*) 的 Liapunov MA, WV 连续 ，Tlz,s) > 0 上 且 
V(x(s), 8) 对 每 个 (*) 的 解 els) 关于 s 单调 不 增 . 我 们 定义 


V'(æ,s) = lim, sup FV (2(s +h), 8 +A) — V(2(8),8)] 
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这 里 lim sup 作用 于 通过 (z,s) 的 所 有 解 x(s). 在 非常 弱 的 假设 下 ， V 
以 通过 方程 (*) 直接 计算 而 不 涉及 其 解 (参阅 LaSalle[23] 和 Yoshizawa[43]). 

下 面 的 结果 是 由 LaSalle[23] 给 出 的 Yoshizawa[42] 结果 的 推广 .在 [23] 
中 ， 假 设 当 z 有 界 时 f(z,s) 关于 s 有 界 ， 容 易 验 证 其 证 明 适 用 于 如 下 情 
形 . 


定理 8.1 设 f(z,s) 满足 假设 (A). V 为 (*) 的 Liapunov 函数 且 满 足 
V'(z,3) < W(x) <0. XBW 为 一 连续 函数 . W E = {fz :W(xz) =0}. 则 当 
时 间 趋 于 无 穷 时 ， (+) 的 任意 有 界 解 趋 于 E. 

定理 8.1 的 推广 由 Burton[8] 及 Haddock[13], [14] 得 到 .这些 结果 主要 
是 减弱 条 件 V (2,8) < W(z) 和 f 的 有 界 性 . (估计 V'(zx,s) < W(x) 表示 
一 个 自治 函数 W 控制 非 自 治 V 的 减少 ， 这 是 一 个 限制 性 假设 ). 下 面 的 结 
果 本 质 上 属于 Haddock [14, 定理 3]. 


定理 8.2 HCR 为 一 闭 集 . 对 每 一 个 与 刀 不 交 的 紧 集 天 存在 5 > 0 
使 得 对 x e K, 有 


V"(a,8) < -ôf (z, s)| + e(s) 


其 中 e(s) 可 积 ， 则 (*) 的 有 界 解 当 上 趋 于 无 穷 时 ， 或 者 趋 于 一 个 常数 或 者 
趋 于 H. 

读者 应 该 已 经 注意 到 了 ， 定 理 8.1 和 8.2 中 的 集合 EM H 是 通过 原 方 
程 (*) 的 Liapunov 函数 来 确定 的 . 在 本 文中 ， 我 们 很 自然 的 提出 如 下 的 想 
法 . 

想法 ”能 否 利用 (*) 的 极限 方程 的 Liapunov 函数 来 确定 集合 E? 

肯定 的 回答 将 带 来 方便 ， 因 为 在 很 多 时 候 ， 极 限 方程 的 结构 更 为 简单 
并 且 更 容易 处 理 ， 例 如 渐 近 自治 情形 . 著者 在 这 方面 做 过 一 些 工 作 ， 将 在 
[6] PER. 我 们 希望 在 这 里 给 出 部 分 结果 . 
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既 使 在 渐 近 自治 情形 t = g(x) + h(z,s) 也 有 一 些 困难 . WE V(z) 为 
i = g(x) 的 Liapunov BR, MARAT RH RA UIE) E = {x : Y'(z) = 
0}. 图 3 中 给 出 了 例子 ， 其 中 在 AB BEE g(x) = 0. 之 = ga) 的 轨 线 由 实 线 
表示 而 V 的 等 位 曲线 由 虚线 表示 . 则 当 z 属于 线段 AB 时 ，V'(z) = 0. 而 
& = g(x) 的 每 个 解 趋 于 E. 但 对 于 小 扰动 h, = g(x) + hle, s) 的 解 可 能 从 
B “翻越” 到 A (相对 于 V “翻越”) 然后 沿 之 = g(z) 的 解 回来 .其 结果 是 粗 
闭 曲线 为 w- 极限 集 ( 见 图 (3)). 

上 面 的 例子 成 立 是 因为 E = {x : V'(z) = 0} 的 不 稳定 性 . 如果 ER 
定 ， 我 们 有 如 下 的 ， 


定理 8.3 假设 
t = g(x) + A(z, s) _ (8.4) 


渐 近 自治 (BA, 24 t > oo It, ht > 0). BV = V(x) 为 之 = g(x) 的 
Liapunov 函数 . WR E = {zx : V'(z) = 0} 紧 ， 且 关于 ż = g(x) BE, N 
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(8.4) 的 每 个 有 界 解 x = z(s) 收敛 到 E. 

WH: w- 极限 集 Q(z) 关于 = g(x) PE. 取 yo € M(x), Ry = y(s) 
H & = g(x) 属于 Q(z) 中 的 解 , 则 Oy) c Q(z) 并 且 OY) CE. 因此 ，z(9) 
接近 E 无 穷 多 次 .容易 证 明 ， 如 果 z(s) 关于 大 s 接近 E, 则 它 必 “ 陷 ”于 
瑟 的 某 个 邻 域 中 ， 再 由 五 的 渐 近 稳定 性 以 及 上 大 时 方程 宇 = g(x) + h(x, s) 
接近 i = g(x) 的 事实 即 得 结论 . 

定理 8.3 的 证 明 也 可 由 扰动 理论 给 出 , 但 必须 注意 的 是 我 们 仅仅 用 到 t 
大 时 g+ h 接近 g 这 个 事实 ， 这 个 方法 可 以 推广 到 非 渐 近 自治 系统 ， 而 扰 
动 理论 对 此 是 无 效 的 . 例如 


定理 8.4 ”假如 (x) 正 准 紧 而 产 到 LH) 的 收敛 是 由 度量 诱导 给 出 
的 . 假如 LE) 在 函数 空间 9 中 为 一 环 ， 即 由 周期 方程 (周期 7) 


t = p(z,s) (8.6) 


生成 . 设 (2,5) 为 (8.6) 的 周期 Liapunov BR. 如果 V'(z,s) < W(z) <0 
而 w 连续 ， 又 假设 E = {r : W(xz) = 0} 为 紧 且 相对 于 (8.6) 渐 近 稳定 ， 则 
(*) 的 每 一 个 有 界 解 趋 于 E. 

其 证 明 与 定理 8.3 几乎 一 样 . 不 同 之 处 仅仅 是 当 证 明 z = z(s)“ 陷 入 ” 
E HIRRET, REAA t 大 时 ， ft 接近 p 的 平移 这 个 事实 . 

定理 8.4 的 结果 不 能 通过 扰动 方法 得 到 ， 因 为 其 假设 不 蕴涵 f 有 表示 
f=p+hiit h’ > 0( 参 阅 , 例 5.7). (在 某 种 意义 上 ,定理 8.7 回答 了 Sell[38] 
第 6 节 中 的 注 ). 


9. 关于 二 维 渐 近 自治 系统 的 注 记 


我 们 将 给 出 Markus 推广 的 关于 渐 近 自治 方程 的 Poincaré- Bendixson 
定理 的 证 明 梗 概 [26, 定理 7]. (不 幸 的 是 ，[26] 的 证 明 是 不 完全 的 . ) 证 明 本 
质 上 与 定理 8.3 的 证 明 相 同 ， 注 意 ， 我 们 使 用 的 关于 扰动 的 收敛 比 [26] 中 
的 弱 . 
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定理 9.1 (Markus) 在 及 中 
t = g(x) + h(x,s) (9.2) 


为 渐 近 自治 ， ( 即 圭一 co Bt, ht + 0). 设 (9.2) 的 解 z = z(s) 属于 紧 集 
KC R EUa) AS t= g(x) 的 任何 奇 点 . 又 假设 t= g(x) 具有 唯一 性 ， 
则 Q(z) 为 = g(z) 的 闭 轨 之 合 . 

TERR: = yo E O(s), WÈ yo MF è = gle) 的 闭 轨 之 上 ， 则 得 证 . 否 
QU, Poincaré-Bendixson 定理 (参阅 [15]) 蕴涵 了 通过 yo 的 之 = g(x) KIRE y 
从 内 (或 外 ) 绕 向 一 个 闭 轨 (因为 Oy) C Q(z), OY) 中 无 奇 点 ). 而 Ny) 也 
是 从 外 (或 内 ) 渐 近 稳定 的 . 因为 Oy) c Q(z), 所 以 当 s okt, xz(s) 接 
近 Oy) 无 穷 多 次 ,但 对 大 s, o(s) 总 “ 陷 * 于 Q(y) 临近 . 故 w 不 可 能 属于 
Q(z). 


10. 约束 情形 的 正 准 性 
在 几 个 地 方 ， 我 们 用 过 条 件 ， 即 方程 
é = f(a,s) (*) 


IER (定义 C) 参看 定理 72,76 及 例 7.7. 有 时 ， 保 证 正 准 紧 性 的 条 件 显 
得 太 强 . 小 标题 中 的 “约束 情形 ” 即 与 第 一 节 最 后 的 “思路 ”相关 . 在 后 面 
的 第 十 四 节 ， 我 们 将 考查 正 准 紧 性 . 在 那里 ， 极 限 方程 不 一 定 为 常 微分 方 
程 ， 正 准 紧 性 条 件 可 明显 减弱 . 


， 定理 10.1 假如 对 每 个 紧 集 4 C Rn, 存在 两 个 局 部 L 函数 Mal) 及 
Kals) 使 得 如 果 r, y € ATM 5 € R: 
(i) |f(2,s)| < Ma(s), 
Gii) |f(z,s) ~ f(y, s)| < Ka(s), 
而 这 样 的 Mals) 和 Kals) 满足 : 
(ii) XF s€ R, H m(t) = Ma(s +7) 给 出 的 函数 类 ms(r) : 
[0,1] + R # Ly HER (一 致 可 积 ) PAR. 
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(iv) 关于 se R, h ke(t) = ka(st+r) 给 出 的 函数 类 (7) : [0,1] > 
RE Ly BEM (一 致 可 积 ) PAR. 

Ri (*) 正 准 紧 ， 即 ， 当 去 一 oo 时 ， f# 的 子 列 收敛 到 一 个 (通常 的 ) 函 
数 g = g(z, s). 

其 证 明 可 参阅 [3, 定理 4.1). 这 个 结果 推广 了 Wakeman[41] 中 的 结果 . 
[41] 中 假设 Ma 和 Ka 为 常数 .看 起 来 定理 10.1 的 结论 可 以 进一步 推广 ， 
将 Lipschitz 条 件 (ii) 换 为 合适 的 等 度 连续 性 条 件 . 


11. 常 微分 方程 是 不 够 的 
我 们 转 而 考虑 第 一 节 最 后 的 想法 .首先 ， 我 们 想 要 解释 为 什么 
& = f(z,s) (x) 


的 解 的 极限 性 态 可 能 不 能 用 常 微分 方程 描述 ， 然 后， 如 果 我 们 允许 其 他 形 
式 的 方程 ， 则 可 得 到 相应 的 结论 ， 并 且 包 括 更 广 的 内 容 和 性 态 . 

假设 (*) 的 解 绝对 连续 , 特别 地 ， 几 乎 处 处 可 微 . 然而 , 可 微 , 甚至 CH 
函数 的 序列 可 能 一 致 收敛 到 一 个 处 处 不 可 微 的 函数 ， 在 第 二 节 的 分 析 中 ， 
我 们 曾 提 到 如 下 情形 的 重要 性 . 解 x 的 平移 of (注意 zt(s) = a(t + s)) 收 
RE y, 平移 f5 收敛 到 g, Wy 为 之 = g(z,s) 之 解 ， 如 果 ots 收敛 到 y 但 
y 并 不 是 几乎 处 处 可 徽 ， 情 形 又 怎样 呢 ? 没有 常 微分 方程 = gles) 以 y 
为 解 . 其 结果 是 ， fo 不 可 能 收敛 . 而 我 们 的 理论 有 问题 但是, PREA 
A. BR y 可 能 是 一 个 方程 的 解 ， 而 这 个 方程 不 是 常 微分 方程 ， 如 果 我 们 
能 够 将 15 或 2 = fh (0,8) 收敛 到 这 个 方程 赋 子 新 的 意义 ， 或 者 允许 极限 
方程 为 非常 微分 方程 ， 我 们 仍然 可 能 保持 前 面 提 到 的 结构 . 

可 以 作为 常 微分 方程 的 极限 方程 (*) 的 一 个 例子 是 


x(r) = x(a) 十 三 g(z(s), s)dn(s), (11.1) 


其 中 9 为 实 轴 上 的 连续 测度 ， 显 然 ， 如 果 我 们 用 6(s) 去 近似 dn (ds 为 
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Lebesgue 测度 ), 则 常 微分 方程 (以 其 积分 形式 ) 
Z(T) = z(a) 十 三 g(x(s), s)0(s)ds, (11.2) 


与 (11.1)“ 接 近 ” (关于 一 个 特别 的 例子 ， 参 阅 [5, 第 十 节 j). 

数学 上 的 考虑 一 般 是 将 (*) 的 平移 i= f!(z,s) 嵌入 到 (非常 微分 ) 方程 
的 空间 中 去 ， 再 赋予 这 个 空间 一 种 收敛 结构 ， 使 得 某 些 性 质 被 保留 下 来 . 
本 文 的 目的 ， 特 别 是 关于 不 变性 ， 将 关注 与 定理 6.1 连续 依赖 性 相对 应 的 
结果 . 

在 下 面 的 三 节 中 ， 我 们 系统 讨论 这 个 理论 的 一 些 内 容 . 首先 在 第 十 二 
节 中 ， 寻 找 (*) 的 极限 方程 的 一 般 形式 ， 同 时 确定 适合 于 这 类 方程 的 收敛 
类 型 .我 们 也 会 提 及 这 些 极限 方程 的 分 类 . 在 第 十 三 节 中 ， 我 们 陈述 关于 
这 种 更 大 类 方程 所 得 到 的 不 变性 原理 .在 第 十 四 节 中 ， 我 们 给 出 正 准 紧 性 
的 条 件 ， 所 考虑 的 方程 可 以 是 非常 微分 方程 . 证 明 将 不 给 出 ， 完 整 的 理论 
可 以 在 [4],[5] 中 找到 . 


12. 常 可 积 型 算 子 方程 ， 定 义 ， 收 敛 性 和 分 类 


定义 12.1 常 可 积 型 算 子 H 为 一 映射 ， 此 映射 对 每 个 R- 值 连续 函 
Ru Ru CRAY a 确定 了 一 个 连续 函数 Hau, 使 得 : 

(i) Ha: Cla, b] > Cla, b] 对 每 个 区 间 [a,b] 连续 . 

(ii) Hau(t) = Hauls) + Hsu(t) 对 s,t,a 属于 4 的 定义 域 成 立 . 

我 们 仍然 假设 常 微分 方程 

t= f(z,s) (*) 
满足 假设 (A). 对 右 端的 f, 我 们 对 应 一 个 由 下 式 定 义 的 常 可 积 型 算 子 H 
五 ou(7) = 三 f(u(s), s)ds. 


显然 ， 假 设 (A) 蕴涵 了 所 有 属于 H 的 函数 是 等 度 连续 的 ， 这 个 性 质 将 传 
递 给 极限 方程 ， 因此， 我 们 有 
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定义 12.2 我 们 称 常 可 积 型 算 子 H 满足 假设 (A), 如 果 当 u: [a,b] > 
K C R” 连续 时 ， 不 等 式 |Haulb)| < ub- a) 成 立 . 


定义 12.3 ”对 应 于 常 可 积 型 算 子 H 的 方程 为 
u= Hu. (++) 
PR u(s) 为 (x*) 的 解 ， 如 果 对 其 定义 域 中 的 s 和 a 有 
u(s) = u(a) + Hou(s). 


初 值 问题 u = Hu, ula) = ro 可 以 等 价 地 写成 u(s) = to + Hauls). (注意 : 
u = Hu 仅仅 为 一 个 符号 ， Hu 没有 被 定义 . ) 
方程 (x*) 可 以 作为 (*) 的 极限 方程 ， 其 中 H 满足 假设 (A). 
读者 也 许 注意 到 了 ， 极 限 方程 一 般 形 式 的 构造 本 质 上 是 9( 第 四 节 ) 关 
于 定义 4.2 中 收敛 的 一 个 完备 化 过 程 ， 这 直接 给 出 了 算 子 方程 的 收敛 性 . 


定义 12.4 如 果 当 连续 函数 序列 ur : [a,b] > R” 一 致 收 伍 到 u 时 ， 
平移 序列 H th 一 00 时 ) 收敛 到 算 子 H, Mf? ft (ws(s)),s)ds 收敛 到 
H,u(b). 

这 种 收敛 可 以 很 容易 地 按 假设 (4) 推广 到 可 积 算 子 类 的 收敛 (参阅 [5， 
定义 51). 对 于 这 一 类 常 可 积 型 算 子 方程 ， 我 们 也 有 对 应 的 连续 依赖 性 结 
F (定理 6.1). 我 们 现在 来 陈述 关于 平移 收敛 到 算 子 的 结果 . 


定理 12.5 设 y + yo Œ R” 中 成 立 M th > o ff, f> H. 对 
每 个 k, 假设 zk = zk(s) X t= f(z,s),z(0) = ys 的 最 大 定义 的 解 ， 则 存 
在 子 列 zm WRF u(s) = yo + Hauls) 的 最 大 定义 的 解 ww 收敛 在 存在 的 
紧 子 区 间 上 是 一 致 的 (参阅 [5, 第 四 ， 五 节 ]). 

我 们 想 要 陈述 的 一 个 完整 结果 是 ， 如果 如 9 oo H up : [a,b] > R° 一 
致 收敛 时 ， 向 量 序列 fe f*(wx(s),s)ds 收敛 ， 则 序列 fo 收 化 到 某 个 满足 
假设 (A) 的 常 可 积 型 算 子 方程 (参阅 [5, 命题 6.6)、 
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有 趣 并 且 重 要 的 问题 是 把 作为 极限 方程 出 现 的 常 可 积 型 算 子 方程 进行 
分 类 . 了 解 极限 方程 的 某 些 特殊 类 型 将 是 有 帮助 的 . 一 类 被 研究 过 的 方程 即 
Kurzweil 方程 。 Kurzweill18] 提出 了 一 类 常 微分 方程 的 推广 形式 , 并 且 考 虑 
了 这 类 方程 包括 连续 依赖 性 在 内 的 一 些 性 质 (参阅 [18], [19]). 关于 Kurzweil 
方程 的 研究 以 及 与 本 文 主题 的 关系 ， 在 图 中 有 详细 的 讨论 。 [4] 的 紧 性 结 
果 是 ， 如 果 定 理 10.1 的 (iii) 减弱 为 

(iii) Li- 函数 类 ms(7) : [0,1] > R BAPE M,(t) = 局 ms(7)dr 等 度 
连续 ， 
则 每 个 极限 方程 都 是 Kurzweil 方程 (但 不 必 是 常 微分 方程 ). 

另 一 个 分 类 方面 的 结果 是 ,如果 C) 的 极限 方程 唯一 ， 则 极限 方程 必 为 
自治 常 微分 方程 (参阅 [5, 定理 9.1 及 注 9.2]). 此 结果 必须 有 假设 (A) 才能 
保证 ， 否 则 不 成 立 . 


13. 关于 非常 微 极限 方程 的 不 变性 质 与 不 变性 原理 


我 们 在 第 十 一 节 曾 提 到 要 给 出 非常 微 极 限 方程 的 w- 极限 集 的 不 变性 
质 . 现在 不 打算 这 样 做 是 因为 , 所 有 从 定理 7.1 到 7.6 的 关于 极限 方程 的 结 
果 ， 对 于 常 可 积 型 极限 方程 亦 成 立 ， 其 证 明 也 相同 . 
我 们 想 要 重新 考查 例 7.7 和 7.8. 其 方程 具有 形式 
t = fi(z,y,8), 
(13.1) 
y = falz, y, s) + fa(z,y)- 


(z,y) € R° x R”. Riz x AOR, fs(x,y) £0. 

当 常 可 积 型 算 子 方程 作为 极限 方程 时 , 例 7.7 和 7.8 的 结论 仍然 成 立 . 
这 就 是 明显 地 减弱 了 关于 f 的 条 件 : 例 7.8 中 极限 方程 的 存在 性 及 例 7.7 的 
正 准 紧 性 都 更 容易 满足 . 

为 说 明 以 上 的 结论 ， RINES, 利用 极限 方程 是 为 了 证 明 E= {(2,y): 
y = 0} 中 的 唯一 不 变 集 为 原点 {0}. 现在 ， 容 易 看 出 ， 如 果 H X (13.1) 的 
极限 算 子 ， 而 (w(s),0) 为 一 函数 ， 则 Hs(w,0) 的 y 坐标 为 fE fs(u(s),0)ds 
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这 是 定义 12.4 中 收敛 的 直接 结论 . 关于 fs 的 假设 蕴含 也 的 不 变 子 集 必 
为 {0}. 
注意 : ”我 们 不 必 计 算 极 限 可 积 型 算 子 ， 其 存在 性 与 方程 的 结构 就 可 


14. 广义 的 正 准 紧 性 


回忆 一 下 
z= f(x,8), (*) 


为 正 准 紧 ， 如 果 对 每 个 序列 ty 一 00, f* 的 一 个 子 列 收敛 ， 如果 考虑 广义 
的 极限 方程 类 , .我 们 显然 可 以 减弱 准 紧 性 的 条 件 (参考 ， 定 理 10.1). 


定理 14.1 假如 对 每 个 固定 的 s 和 一 个 给 定 的 紧 集 K C R, BR 
f(e,s) 满足 
lf (x, s) 一 f(y, s)| < UK (|z 一 yl, s), 


其 中 UK (e， 5) 单调 不 减 ， 在 0 连续 ， 且 vx (0, 5) = 0. 又 假设 模 数 uK(r, s) 关 
Fs 局 部 可 积 ， 且 s1 
vk(r, 7T)dr < Nx(r) 


关于 每 个 s RE. Br +O Bt, Na(r) + 0. 则 (*) EMER. 
证 明 由 (5, 第 八 节 ] 给 出 . 这 里 仍然 有 很 多 可 能 的 推广 . 


15. 关于 收敛 性 


我 们 将 讨论 正在 采用 的 收敛 性 并 且 对 第 四 节 中 提出 的 问题 给 出 答案 . 

知道 收敛 由 一 个 度量 或 一 个 拓扑 生成 是 有 用 的 .可 以 使 我 们 利用 点 集 
拓扑 中 的 概念 ， 不 幸 的 是 ， 9 上 没有 定义 收敛 的 度量 或 拓扑 .我们 将 介绍 
文 [1, 附录 BY 中 方法 的 梗概 . 

Xfm =1,2,.., B hm(t) H R F) [0,1] 的 分 段 线性 函数 ,每 一 分 段 联结 
R x [0,1] 中 的 点 (2k/m,0) 和 ((2k + 1)/m,1). 对 n,m = 1,2,..., if n,m 为 
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BR bm(s) = hms) . 设 om 5) Æ RxR EZX: gn,m(z,s) =1, 
X w = pnm(3); gnm(z;5s) = , H |£ 一 bnym(8)| > £, gnm BRA [0,1] 中 
的 连续 延 折 . 正如 [1, 附录 B] 一 样 ， 可 以 证 明 gn = 4 WH gnm %4 m => oœ 
时 的 极限 . 所 以 gn 属于 {9nm:in,m=1,2,..) HAA. 而 9= 0 不 属于 此 
闭 包 ， 虽 然 它 属于 此 闭 包 的 闭 包 . 

我 们 再 进行 一 些 讨论 . 这 里 的 拓扑 其 收 伍 序列 与 9 中 的 收敛 序列 一 
致 . 这 个 拓扑 为 紧 开 拓扑 ，9 中 的 元 素 ， 如 第 十 二 节 中 的 一 样 , 为 从 Cla, b) 
到 Cla, 引 的 算 子 ， 所 以 ， 相 对 于 紧 开 拓扑 的 序列 连续 性 ， 即 相对 于 9 中 收 
SATE SEE. 

另外 一 种 考虑 就 是 找 出 9 的 一 个 子 类 ， 其 上 的 收敛 由 一 种 度量 给 出 . 
这 方面 可 做 的 有 很 多 . 部 分 的 答案 由 [3], [4] 间接 给 出 . 例如 , 满足 定理 10.1 
条 件 (i)-(iv) 的 函数 (对 于 同样 的 Ma 和 KAG 中 gk 收敛 到 go 等 价 于 


b b 
| nesis f go(z,s)ds (15.1) 


对 每 个 区 闻 [a,8] 和 每 个 向 量 z € R” 成 立 。 (15.1) 中 给 出 的 收敛 则 是 按 度 
量 给 出 的 (参阅 [3] 及 {41]). 

至 于 第 二 个 问题 ， 公 式 (15.1) 对 一 个 9 的 特殊 的 于 类 给 出 了 更 好 的 表 
达 式 . 

文献 中 也 提 到 过 几 种 类 型 的 收敛 用 于 与 我 们 的 研究 相 类 似 的 问题 . 
Miller[27] 和 Seli[36,39] 曾经 利用 gk(z,s) 到 go(z,s) 在 紧 区 间 上 的 一 致 收 
敛 来 构造 极限 方程 , Strauss 和 Yorke[40] 以 及 Miller 和 Sell[29,30] 在 积分 
方程 的 讨论 中 又 利用 了 积分 型 的 判 据 ， 其 后 Neustadt 在 [32] 中 又 有 推广 ， 
Rouche[35] 通过 类 似 于 Li 收敛 的 积分 收敛 也 研究 过 极限 方程 . 我 们 需要 一 
种 相对 于 弱 L 收敛 的 连续 性 . (15.1) 的 特殊 形式 适用 于 等 度 连 续 ， 已 经 
在 Gikhman[12] 讨论 连续 依赖 性 时 出 现 过 ， 其 后 一 些 学 者 进行 了 推广 . 

最 后 一 个 问题 是 :收敛 性 能 否 减 弱 ? 当然 ， 我 们 希望 保持 结论 不 
X. 我 们 的 答案 取决 于 找 出 解 对 初 值 以 及 方程 右 端 的 连续 依赖 性 的 必要 性 
条 件 (参阅 第 六 节 ). 笔者 在 这 方面 做 过 一 些 工作 . 简单 地 说 ， 定 义 4.2 中 的 
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收敛 关于 其 连续 依赖 性 并 非 是 必要 的 .但 如 果 我 们 要 求 
t 
x(t) = z(t) +/ g(x(s), s)ds 


的 解 连续 依赖 于 g 以 及 连续 函数 (t), 则 它 就 成 为 必要 的 了 ， 所 以 ， 只 要 
对 于 连续 依赖 的 内 容 加 强 一 些 ， 则 我 们 的 收敛 性 就 成 为 了 必要 条 件 (参阅 
[1.2] 及 [5, REY). 


16. 关于 文献 的 注 记 及 相关 课题 


本 文 主要 讨论 极限 方程 及 其 与 不 变性 质 和 稳定 性 的 关系 .极限 方程 在 
各 种 有 趣 的 领域 中 成 为 了 一 个 工具 ， 一 个 特殊 和 重要 的 领域 就 是 将 经 典 拓 
扑 动力 学 应 用 于 非 自治 微分 方程 和 积分 方程 的 研究 .我 们 不 是 与 Sel 的 专 
著 [37], Sell 的 综述 [38] 以 及 Miller 和 Sell[31] 的 最 新 研究 一 争 高 下 . 

渐 近 自治 系统 的 特殊 情形 Markus[26] 已 经 研究 过 了 ， 其 实质 与 本 文中 
的 是 一 样 的 ， 即 通过 极限 方程 的 性 质 推导 原 方程 的 性 质 ， 非 渐 近 自治 方程 
的 极限 分 析 由 Miller 给 出 . 例如 ， 关 于 几乎 周期 系统 [27,28]. Sell[36] 给 出 
了 平移 技巧 的 基础 及 其 与 经 典 拓扑 动力 学 的 关系 . Miler 和 Sell [30] 将 此 
推广 到 Volterra 积分 方程 . 常 微 没有 唯一 性 的 一 种 特殊 情形 曾 由 Sell[39] 研 
究 过 . 

不 变性 原理 以 及 对 于 稳定 性 的 重要 性 由 LaSalle[20-23] 发 现 . 除了 [21] 
(讨论 周期 方程 ) 以 外 , 都 是 处 理 自治 问题 .相关 的 工作 及 应 用 可 以 在 Onuchic[33] 
和 Peng[34] 中 找到 . 关于 一 般 非 自治 系统 的 解 流 或 动力 系统 的 不 变性 由 Dar- 
formos[9,10] 给 出 ， 而 [11] 的 工作 与 Sell[36] 关于 动力 系统 的 相关 ， Be 
中 的 不 变性 原理 是 由 Wakeman 在 [41] 中 建立 的 . 同时 ， 可 参阅 Rouche 的 
文章 [35] 以 及 LaSalle 的 综述 [24]. [3] 中 的 条 件 更 弱 一 些 . 非常 微 的 极限 方 
EH [4] A [5] 51A. 

致谢 我 向 LaSalle 教授 表示 我 的 谢意 ， 感 谢 他 对 我 进行 此 项 研究 以 
及 写作 此 文 所 给 予 的 指导 和 鼓励 . 
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